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  منطق گزاره ها و محمولات: فصل اول
  برنامه هيلبرت در مباني رياضي

  .احكام و قضاياي رياضيات را به صورت دنباله هايي متناهي از نمادها نمايش دهيد -1
اثبات سازگاري رياضيات با روشهاي . (روشهاي فوق حاصل نمي شود ازبا روشهاي مقدماتي ثابت كنيد تناقضي  -2

  )مقدماتي
  انگيزه هاي طرح برنامه هيلبرت

  . برخي از اثبات هاي رياضي كه بعضاً نتايجي غلط اثبات مي شدشهودي، مبهم و غيرقابل كنترل بودن  -1
  . بروز برخي از پارادوكس ها و پيچيدگي توضيح آنها -2
مجموعه ها توسط كانتور و غيرمتعارف بودن روشهاي آن براي اكثر رياضيدان هاي آن زمان كه به  كشف نظريه ي -3

روشهاي اين نظريه بسيار انتزاعي بودند و به نسبت روشهاي . نظر آنها اين نظريه بيشتر شبيه به الهيات بود تا رياضيات
  .ملموس رياضي در آن زمان غيرقابل پذيرش به نظر مي رسيدند

اقع برنامه هيلبرت در جهت توجيه روشهاي غيرمتعارف و بيش از اندازه انتزاعي و قوي نظريه مجموعه ها بر اساس در و
هيلبرت از نظريه ي مجموعه ها به عنوان بهشت كانتور ياد مي كرد . روشهاي ملموس و مقدماتي رياضيات آن زمان بود

، با حساسيت و آلرژي حال مورد مطالعه قرار دهد و در عين رياضيات را در قالب نظريه ي مجموعه هاو علاقمند بود 
همچنين پارادوكس هايي كه . اين برنامه در جهت فوق بود. بسيار بالاي رياضيدان هاي سرشناس آن زمان نيز كنار آيد

در نظريه مجموعه ها و در بخش هاي ديگر رياضيات رخ داده بود ضرورت صورت بندي و مطالعه دقيق و نمادين آنها 
از نمادها در صورت بندي به مكتب صورت گرايي يا فرماليسم و به ه علت استفاده مكتب هيلبرت ب. را ايجاب مي كرد

هيلبرت و آكرمان  1928در سال . يي معروف استمورد استفاده به مكتب متناهي گراعلت متناهي بودن دنباله هاي 
اصل موضوعي معرفي  كتابي به نام مباني رياضيات نوشتند و در جهت انجام قسمت اول برنامه، يك دستگاه منطقي و

اعلام  ي باز را به عنوان يك مسأله تتماميت دستگاه فوق يعني كافي بودن آن براي اثبات تمام احكام درس. كردند
گودل بخش  1931در پايان نامه دكتراي خويش كامل بودن آن را اثبات كرد و در سال  1930گودل در سال . كردند

مانند نظريه  بنابر اين قضيه، سازگاري دستگاه هاي رياضي. به چالش كشيد دوم برنامه را با اثبات قضيه ناتماميت
خود آنها، قابل  حتي با استفاده از روشهايي به قدرت روشهايل به اندازه ي حساب قوي مي باشند كه حداق مجموعه ها،

يلبرت در بيست گنتزن، دانشجوي دكتراي ه 1934در سال . اثبات نيستند، چه رسد به روشهاي ضعيف و مقدماتي
با روشهايي كه بر  ،سالگي در پايان نامه خود با ارائه دستگاه هاي منطقي، به نام حساب رشته ها و دستگاه استنتاج طبيعي

اساس ذائقه ي رياضيدان هاي آن زمان، مقدماتي به حساب مي آمد توانست سازگاري حساب را ثابت كند در حاليكه 
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رفع سردرگمي ). حتي بر اساس روشهاي قوي تر نيز ممكن نيست(يرممكن است بر اساس قضيه ي گودل، اين امر غ

  . حاصل، مدتي زمان برد و توضيح آن نيازمند اطلاعات فني است
  : در ادامه چند پارادوكس را معرفي مي كنيم

  . درست است Aهر حكمي مانند . 1قضيه
به معناي  Bپس . »درست است Aاگر اين گزاره ها درست باشد آنگاه «؛ در نظر بگيريد روبرورا گزاره ي  B. اثبات

B A مي باشد.   
   .درست است A: گام دوم          . درست است B: گام اول

Bيك گزاره شرطي  Bچون  Bاثبات گام اول؛ براي اثبات  A  ،استB  را فرض گرفته وA را ثابت مي كنيم .  
B (1  فرض

B (2  1همان  A 
 A (3  2و  1بنابر 

 :اثبات گام دوم
 B (1   1بنابر گام
B (2   1همان A 
 A (3  2و  1بنابر 

  
ولي دلايل آنها متفاوت است و نامناسب بودن زبان مورد استفاده در  توجه كنيد كه اثبات دو گام شبيه به يكديگر است

Bبه صورت  Bصورت بندي  A .  
مي توان در رياضيات از گزاره هايي كه به خود ارجاع مي  ؛مي باشد Bاشكال اثبات فوق در خود ارجاع بودن گزاره 

پرهيز ... و )، بايد، ممكن استشامل شايد(دهد مانند گزاره هاي فوق، همچنين گزاره هاي سوالي، امري، تعجبي، الزامي 
  . كرد

اع مي باشند و در گزاره هاي خود ارج» .علي دروغ مي گويد: حسن«و » .حسن راست مي گويد: علي«گزاره هاي؛ 
  . رياضيات قابل پرهيزند، از درستي يا نادرستي اين گزاره ها به نقض درستي يا نادرستي آنها مي رسيم

  : حرف در زبان فارسي آمده است 200در زير چند عدد با توصيف هاي كمتر از 
2 دو يك بعلاوه ي يك سه منهاي يك    اولين عدد اول
3 سه يك بعلاوه ي دو چهار منهاي يك دومين عدد اول    دومين عدد فرد
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  : به صورت زير تعريف كنيد را  Aمجموعه ي 

A n   n را مي توان با كمتر از 200 حرف فارسي و انگليسي توصيف كرد|

,2,3  : مثلاً داريم 10 , 10 , … A 
فقط بخشي از آنها معني دار بوده و از آنها متناهي اند و » حرفي ها با حروف انگليسي و فارسي 200حداكثر «چون تعداد 

  ، مثلاً نيز فقط بخشي، يك عدد را توصيف مي كند
  حرفي بي معني T 4ب  Dد

  )غيرعددي(حرفي معني دار  3  گرگ
  حرفي عددي2  دو

  . Aمتناهي است و بنابراين  Aپس 
nپس n داراي كوچكترين عضو است مانند Aبنابر اصل خوش ترتيبي  min A و بنابراين   

n A  و»n  كه يك  »حرف فارسي و انگليسي توصيف كرد 200اولين عددي كه نمي توان آنرا با كمتر از
nپس  حرف مي باشد 200با كمتر از  nتوصيف براي  A اين تناقض به علت به كار رفتن كلمه است كه تناقض ،

بالا به عنوان يك توصيف و خود ارجاع بودن  در nو به حساب آوردن توصيف  Aي توصيف در تعريف اعضاي 
  . با پرهيز از موارد خود ارجاعي در رياضيات، پارادوكس هاي فوق رخ نمي دهند .رخ داده است

  تولد منطق رياضي
 : منطق رياضي براساس برنامه ي هيلبرت و البته قبلاً كارهاي فرگه شكل گرفت و معمولاً داراي بخش هاي زير است

   .نحوه ي صورت بندي گزاره ها توسط دنباله هاي متناهي از نمادها:  (syntax)نحو  -1
  .صدق و كذب گزاره ها در رويكردها و ساختارهاي مختلف:  (semantics)معنا  -2
  .روشي براي استنتاج احكام درست:  (deduction)استنتاج  -3
  .افزاري موارد فوق مخصوصاً اثبات يا رد ماشين احكامتعين صدق و كذب و به طريق ماشيني و نرم : آلگوريتم ها -4

  : به صورت زير ساخته مي شوند wf(1: نماد(ساخت  خوشگزاره هاي 
1- P , P ,   . هستند wfكه آنها را گزاره هاي اتمي گوييم،  …
Aباشند آنگاه  wfدو  Bو  Aاگر  -2 B  وA B  وA B  وA B  وA  نيزwf هستند. 

  صورت بندي نمي شوند و... اين نحو منطق گزاره ها، گزاره هاي سوالي، تعجبي، امري، خود ارجاع ودر : توضيح

                                                            
 well formed formulaمخفف  -1
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بدين منظور در قسمت نحو گزاره ها، محدوديت هايي براي ساخت گزاره ها  .بسياري از پارادوكس ها رخ نمي دهد 

 wfهمچنين مي توان روند تشكيل يك . در نظر مي گيريم و فقط صورت هاي ذكر شده را به عنوان گزاره مي پذيريم
,را با شروع از اتم ها و تركيب آنها با روابط منطقي  , , ساخت فرمول  به صورت يك درخت به نام درخت ,

  . نشان داد، در برگ هاي اين درخت اتم هاي سازنده قرار دارند

p. 1مثال q r s  يكwf با درخت ساخت زير مي باشد :  

p q r s   
                                                                          

r s p q   
                                                                                                                               

S  r q   p 
         

  q حذف پرانتزهاي غيرضروري
قدرت چسبندگي . نظر گرفتبراي پرهيز از پرانتزهاي غيرضروري مي توان براي روابط منطقي، قدرت چسبندگي در 

,     :بصورت روبرو است        
p. 2مثال q r s  يكwf  نيست ولي مي توان آن را خلاصه نويسيwf  زير در نظر گرفت؛  

p q r s   

بين دو  q. را تشكيل مي دهد pمي چسبد و  قرار داد كه بنابر قدرت چسبندگي، به  ,بين دو رابط  pدر بالا 
pمي چسبد و  قرار داد كه به  ,رابط  q را تشكيل مي دهد. r  قرار داد كه به  ,بين دو رابط 

rمي چسبد و  s را تشكيل مي دهد .  
  .حذف پرانتز كنيدرسم و آن را را  زير wf درخت ساخت .3مثال

 p q r p s r p t   
p    .حل q r p s r p t   

 
r p t p q r p s   

                                                                      
p t   r r p s   p q   

                                                                                                                                                
t p      p s  r  q   p  

                                                                                       
                s  p        q      
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,اگر فرمولي در يك راس از درخت فوق بين دو روابط منطقي از  , , قرار گرفته و رابط بالايي ضعيف تر از  ,

pمثلاً . رابط پاييني باشد، پرانتز فرمول را در آن راس و بالاي آن حذف مي كنيم t قرار گرفته  , در بالا بين
pاست پس پرانتز را حذف كرده و آنرا به صورت  كمتر از  و قدرت  t پس درخت زير حاصل مي. مي نويسيم 

 : شود

A p q r p s r p t   
P    .حل q r p s r p t  

 
r p t P q r p s   

                                                                       
p t   r r p s   

                                                                                                                                                   
t p      p s  r  q   P  

                                                                                        
                s p     q      

  )صدق و كذب گزاره ها(معنا شناسي 
در اين رويكرد، مستقل از . رد جدول ارزش استكيك رويكرد بسيار متداول براي تعيين صدق و كذب گزاره ها، روي

ارتباط گزاره ها با يكديگر، ارزش يك گزاره به صورت تابعي از ارزش اتمهاي سازنده ي آن برحسب روابط محتوا و 
  .منطقي سازنده ي گزاره به صورت زير تعيين مي شود

A B   A B A B A B A   B  A 
1 1  1 1 0  1  1  
0 0  1 0 0  0  1  
0 1  1 0 1  1  0  
1 1  0 0 1  0  0  

 
   توتولوژي

A  را توتولوژي يا همانگويي گوييم هرگاه ارزشA  در تمام سطرهاي جدول ارزشي برابر يك باشد، كه هر سطر
  .حاصل مي شود Aجدول بر اساس يك ارزش دهي يك و صفر به اتمهاي موجود در 
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  . 4مثال

A B A B  A A B A A B AA A B  A B B  B  A

1  1 1 1 1  1  1  1 
1  0 1 1 1  1  0  1 
1  1 1 0 1  1  1  0 
1  1 1 0 1  1  0  0 

  
Γمجموعه اي از گزاره ها باشد،  Γاگر . 1تعريف A  به معناي درستيA  در هر سطري است كه تمام فرمول هايΓ  

در تمام سطرها، يا به  Aنمايش داده و به معناي درستي  A، آنرا به صورت  Γاگر . در آن سطر درستند
  . است Aعبارت ديگر توتولوژي بودن 

,A. 5مثال A B B 

Aو  2و  1در سطرهاي  A .حل B  درستند كه  1پس بطور مشترك هر دو در سطر . درستند 4و  3و  1در سطرهاي
  . نيز درست است Bدر اين سطر 

A. 6مثال B A A B 

  .درستند 4و  3و  1در سطرهاي با نگاه به جدول ارزش، هر دو فرمول دقيقاً . حل
  . توتولوژي بودن گزاره هاي زير را تحقيق كنيد. 1تمرين

1. A B B C A C 
2. A B C A B A C 

3. A B A B A 

4. A B A B B 
5. A C B C A B C 
6. B A A B 

7. A B A B A 

8. B A B 
9. A A B 
10. A B C A B C 
11. A B A B 
12. A B A B 
13. A B A B 
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  .تحقيق كنيد كداميك از روابط زير برقرارند. 2تمرين

1. A B C , B A C 
2. A B C A B C  

 استنتاج
براي بدست آوردن گزاره هاي . در بخش هاي قبل نحوه ي ساخت گزاره ها و درستي يا نادرستي آنها بررسي شد

تعدادي از اين دستگاه ها معرفي شده و . مي توان از دستگاه هاي استنتاجي مختلفي استفاده كرد ،درست از فرضيات
  . روش استفاده از آنها را با چند مثال نشان مي دهيم

  دستگاه استنتاج طبيعي
                

E A B E A B  I B  A 
B  A A B   

 

  [B]  [A]            
                  

E C  C  A B I B I A 
C  A B   A B   

 

             [A]  
                  

 
     

E 
A A B  

I 
B  

A    B A B   
 

  A         [A]  
               

    E A A  I   برهان خلف
A  A   

 درخت استنتاج

مورد نظر در ريشه ي درخت و  براي اثبات يك گزاره، درختي به نام درخت استنتاج تشكيل مي دهيم كه گزاره
درخت به  سفرضيات و فرضيات كمكي در برگهاي درخت، قرار گرفته و با استفاده از قواعد فوق، فرمول ها در رئو

  . يكديگر مرتبط مي شوند
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  ليست اثبات 

ليستي از فرمول هاست كه در آن هر فرمول، يا يك فرض يا فرض كمكي است يا با استفاده از قواعد فوق از فرمول 
  . هاي قبلي به دست مي آيد

  اثبات متني 
با مشخص نمودن فرضيات و . اين نوع اثبات نويسي بيشتر شبيه اثبات هاي نوشته شده در متون متداول رياضي است

Aمثلاً اگر در حكم، شرط . كردن آنها اثبات انجام مي شود احكام اثبات و ساده B ،مقدم آن يعني  را داشته باشيم
A  را به فرضيات اضافه كرده و تالي آن يعنيB همچنين اگر در فرض  .را به عنوان حكم اثبات مي كنيمA B  داشته

تغييرات ديگر به طور مشابه بر اساس قواعد . اثبات مي كنيم Bو يك بار با فرض  Aباشيم، حكم را يك بار با فرض 
  . ذكر شده در حساب استنتاج طبيعي صورت مي گيرد

  فرض كمكي
از گزاره هايي كه ) گزاره پايين خط استنتاج(و برهان خلف، براي اثبات حكم  Eو  Iو  Iدر برخي از قواعد مانند 

براي اثبات  Iمثلاً در . قرار گرفته به نام فرض كمكي در برگهاي درخت استنتاج استفاده مي شود []در  بين 
A B  از گزارهA به عنوان فرض كمكي استفاده شده و B در . را اثبات مي كنيمE  براي اثبات حكمC  با فرض

A B  ، يك بار با فرض كمكيحكم راA ويك بار با فرض كمكيB در . اثبات مي كنيمI  براي اثباتA  با
  . مي رسيم به تناقض  Aفرض كمكي 

  . 7مثال
1. A A B 
2. A B A 
3. A B A B 
4. A B B C A C 
5. A C B C A B C 
6. A B A C A B C  

  . 1حل
  : اثبات متني

A: حكم            نداريم : فرض. 1 A B  
A :حكم      A: فرض. 2 B  

  . حكم برقرار است Iبنابر 
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   :اثبات درختي   :اثبات ليستي

  A (1  فرض كمكي
I 

 

I

[A] 

I  2) A B  A B   
I  3) A A B  A A B  

Aبراي اثبات : توضيح A B مقدم آن يعنيA فرض گرفته و تالي آن يعني  1 را درA B  اثبات مي  2را در
  . به دست مي آيد Iكنيم كه بنابر 

  . 2حل
  : اثبات متني

A: حكم            نداريم : فرض. 1 B A  
A : فرض. 2 B     حكم: A  

   :اثبات درختي   :اثبات ليستي

A (1  فرض كمكي B  
E 

 

I

[A B] 

E  2) A  A 
I  3) A B A  A B A  

Aبراي اثبات : توضيح B A  مقدم آن يعنيA B  فرض گرفته و تالي آن يعني  1را درA  اثبات مي  2را در
  . به دست مي آيد Eكنيم كه بنابر 

  . 3حل
  : اثبات متني

A: حكم            نداريم : فرض. 1 B A B  
B :حكم      A: فرض. 2 A B 

A: حكم      Bو  A: فرض .3 B  
    :اثبات درختي    :اثبات ليستي
  A (1 1فرض كمكي

I
 
 

I 1
 

I 

B   A   
B   A (2  2فرض كمكي B   

I   3) A B   B A B   
I 4) B A B   A B A B   
I 5) A B A B   

                                                            
 .شماره هاي ذكر شده تناظر بين قواعد و فرضيات كمكي آنها را نشان مي دهد - 1
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Aبراي اثبات : توضيح B A B  مقدم آن يعنيA  فرض گرفته و تالي آن يعني  1را در

B A B  مقدم آن يعني  4براي اثبات . اثبات مي كنيم 4را درB  فرض گرفته و تالي آن يعني  2را درA B 
  . اثبات مي كنيم 3را در 
  . 4حل

  : اثبات متني
A: حكم            نداريم : فرض. 1 B B C A C  
A: فرض. 2 B     حكم: B C A C 

A: فرض .3 B  وB C     حكم :A C  
A: فرض. 4 B  وB C  وA       حكم :C 

Aاز  Eبنابر  B  وA  مي توانB را به دست آورد و با B C  حكم ،C حاصل مي شود .  
  :اثبات درختي    :اثبات ليستي

A (11كمكيفرض    B  
E

 

E
 

I
 

I   

I 

A B  A  
B (2 2فرض كمكي   C   B        B C   
  A   C (33فرض كمكي  
  E B   A (4 1و 3و    C   
  E C   B (5  4و 2و    C A C   

I 6) A C  A B B C A C   
I 7) B C A C  

  

I8) A B B C A C  
Aمقدم آن يعني  8براي اثبات : توضيح B  فرض گرفته و تالي آن يعني  1را درB C A C  را در

Aفرض گرفته و تالي آن يعني  2مقدم آن را در  7 براي اثبات. اثبات مي كنيم 7 C  مجدداً . اثبات مي كنيم 6را در
   .اثبات مي كرديم 5را در  Cفرض گرفته و تالي آن يعني  3را در  Aمقدم آن يعني  6براي اثبات 

  . 5حل
  : اثبات متني

A :حكم          نداريم : فرض. 1 C B C A B C  
A: فرض. 2 C    حكم: B C A B C 

A: فرض .3 C  وB C    حكم :A B C  
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A: فرض. 4 C  وB C  وA B   حكم :C 

A: فرض. 5-1 C  وB C  وA  حكم :C  
A: فرض. 5-2 C  وB C  وB  حكم :C  
A تحت فرض Cراي اثبات حكم ب B  بايد حكم را در هر دو حالت يعني چهA د، چه درست باشB  ،درست باشد

 .برقرار است Eثابت كنيم كه بنابر
    : اثبات درختي

E
 

E
 

B C B 
E 

A C   A  
C C A B   

I
 

I
 

I 

C    
A B C     

B C A B C    
A C B C A B C     

Aبراي اثبات حكم، مقدم آن يعني با حركت از پائين به بالا : توضيح درخت اثبات فوق و نحوه ي خواندن آن C  را
Bفرض در نظر گرفتيم و تالي يعني  C A B C دوباره مقدم حكم يعني . را ثابت كرديمB C 

Aرا فرض گرفته و تالي يعني  B C حكم يعني  دوباره مقدم. را ثابت كرديمA B  را فرض گرفتيم و تالي
Aبراي استفاده از فرض . را اثبات كرديم Cيعني  B  حكمC  را يك بار با فرضA  و يك بار با فرضB  اثبات

 . كرديم، در هر دو حالت به حكم رسيديم

 :اثبات ليستي

 حالت اول
A (1  4كمكي فرض  
A (2  1كمكي فرض   C
  E  3) C

 حالت دوم
B (4   4كمكي فرض  
B (5   2كمكي فرض   C 
  E  6) C

A (7   3كمكي فرض     B
E     8) C
I9) A B C
I10) B C A B C

I11) A C B C A B C
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  . 6حل

  : اثبات متني
A: حكم           نداريم: فرض. 1 B A C A B C  
A: فرض. 2 B A C      حكم :A B C  

A: فرض  . حالت اول B      حكم :A B C    
A: فرض  . حالت دوم C       حكم :A B C   
,A: فرض  . حالت اول B      حكم :A B C   

Bمي توانيم  Bاز  C  را نتيجه بگيريم و بنابر فرضA  داريمA B C  .  
,A: فرض  . حالت دوم C       حكم :A B C  

Bمي توانيم  Cاز  C  را نتيجه بگيريم و بنابر فرضA  داريمA B C  .  
 : اثبات درختي

    

E
 

I
 
I

 

E 

A C      
E

 

I
 

I 

A B       
C  

E 
A C B   

E A B    
B C   A B C A     

A B C A B C   A B A C  
  

I 
A B C   

    A B A C A B C     
  : اثبات ليستي

A (1 1كمكي فرض B A C  

A (2 2فرض كمكي B 

E 3) A 

E 4) B 

I 5) B C 

I 6) A B C  

A (7 2فرض كمكي C 

E 8) A 

E 9) C 

I 10) B C 
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I 11) A B C  

E12) A B C  

I13) A B A C A B C  
  

  . گزاره هاي زير را به روش متني، درختي و ليستي اثبات كنيد. 3تمرين
1. A B A C A B C 
2. A B C A B A C 
3. A B A B 
4. A B A B 
5. A B A B B 

 منطق محمولات 

,در منطق گزاره ها، هر گزاره به گزاره هاي اتمي تجزيه شده و تركيبي از گزاره هاي اتمي و روابط  , , , 
در منطق محمولات، گزارههاي اتمي به اجزاي ديگر مانند متغيرها، ثوابت، نمادهاي تابعي و محمولي و ترم ها . است

,تجزيه شده و گزاره ها تركيبي از گزاره هاي اتمي با روابط منطقي  , , , ,   . مي باشد ,
  . فكرندهر انساني متفكر است، برخي حيوانات انسانند، پس برخي حيوانات مت. 8مثال
     : بيان نمادين استنتاج فوق بصورت زير است. حل

  :H(x) x انسان است  
x H x R x x A x H x  :A(x) x حيوان است  

x A x R x :R(x) x است متفكر  
  

  . هر دوست علي، دوست حسن است، محمد دوست حسن نيست، پس محمد دوست علي نيست. 9مثال
  : بيان نمادين استنتاج فوق بصورت زير است. حل

  D x, y دوست y است x 
  x D x, علي D x,حسن D      حسن,محمد

D    علي,محمد
  . فرد است 2س تالي زوج است، پ 2. تالي هر عدد زوج، فرد است. 10مثال
  : بيان نمادين استنتاج فوق بصورت زير است. حل
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  S x x تالي 

E 2 x E x O S x E x x is even 
O S 2 O x x is odd 

 

Every one who is persistent can learn logic  . 11مثال
     : بيان نمادين استنتاج فوق بصورت زير است. حل

  P(x): x is persistent  
x H x P x L x L(x): x can learn logic 

  H(x): x is human 
  . بي معذب استزهر ع. 12مثال
  : بيان نمادين استنتاج فوق بصورت زير است. حل

  M(x): x is a man  
x M x y M x, y U x M(x,y): x married to y 

  U(x): x is unhappy 
  . ديوانه چو ديوانه ببيند خوشش آيد. 13مثال
  : بيان نمادين استنتاج فوق بصورت زير است. حل

  M(x): x is a mad  
x M x y M y M x, y H x M(x,y): x is meets y 

  U(x): x is happy 
  نحو منطق محمولات

xمتغيرهاي فردي          -1 , x , x , …  
aثوابت فردي              -2 , a , a , …  
,nنمادهاي تابعي -3 k f براي         
,nيمحمول نمادهاي -4 k A براي        
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 Termترم 

  . متغيرهاي فردي و ثوابت فردي ترم هستند -1
tاگر  -2 , … , t  ،ترم باشندf t , … , t ترم است .  
  . ساخته مي شوند 2و  1ترم ها فقط به دو روش  -3

  فرمول هاي اتمي
tاگر  , … , t  ،ترم باشندA t , … , t يك فرمول اتمي است .  

  )wfنماد(ساخت فرمول هاي خوش 
   .هستند wfفرمول هاي اتمي  -1
A باشند آنگاه wfدو  Bو  Aاگر  -2 B  وA B  وA B  وA B  وA  وx A  و

x A  نيزwf هستند .  
  . ساخته مي شوند 2و  1فرمول هاي خوش ساخت فقط به دو روش  -3

  حذف پرانتزهاي غيرضروري
قدرت چسبندگي به . براي پرهيز از پرانتزهاي غيرضروري مي توان براي روابط منطقي قدرت چسبندگي در نظر گرفت

,:  اين صورت است ,  ,     
  . اگر عدد اولي، حاصلضرب دو عدد را بشمارد يكي از آن دو را خواهد شمرد. 14مثال
 با استفاده از قراردادهاي زير خواهيم داشت؛. حل

ستا x اول  A x   
x مي شماردy را A x, y   

x. y f x, y   

x A x x x A2
2 x , f x , x A2

2 x , x A2
2 x , x   

  . غيرضروري يا استفاده از نمادهاي متداول مي توان آن را به صورت هاي زير بازنويسي كردبا حذف پرانتزهاي 

1) x A x x x A x , f x , x A x , x A x , x 

2) x p x x x x |x x x |x x |x 
  .ي، دو عدد را بشمارد هر تركيب خطي از آن دو را خواهد شمرداگر عدد. 15مثال
 با استفاده از قراردادهاي زير و حذف پرانتزهاي غيرضروري خواهيم داشت؛. حل
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x مي شماردy ارا A x, y   

x y f x, y   
x. y f x, y   

x x x A x , x A x , x x x A x , f f x , x , f x , x  

x x x x |x x |x x x x |x . x x . x 
  حوزه ي سور

در اين حوزه را بسته گوييم  xرا حوزه ي سورهاي مذكور گوييم، متغير  x Aو  x Aبين دو پرانتز در فرمول 
  . بسته نباشد، آزاد است xاگر 
A، فقط در موارد آزاد صورت گرفته و آن را با در يك فرمول xبه جاي متغير  tجانشيني يك ترم  .1نكته t/x  نشان

  . بسته شود، جانشيني را غيرآزاد گوييم tمتغيري در  xبه جاي  tاگر پس از جانشيني . مي دهيم
 . متغيرهاي آزاد در فرمول زير پررنگ نشان داده شده اند. 16مثال

A x x A f x , x , f x , x A x , f x , x

x A  f x , x , f x , x   
 A f x , x /x A     جانشيني آزاد است   
A f x , x /x

x x A f x , f x , x , f x , x A x , f x , f x , x

x A  f x , x , f x , x    جانشيني غيرآزاد است    

A f x , x /x

x x A f x , f x , x , f x , x A x , f x , f x , x

x A  f x , x , f x , x    جانشيني آزاد است    

Aاست كه خاصيتي مانند  ممكن x  براي همه ي مقادير درست باشد؛ يعنيx A x  درست باشد ولي براي
   .درست نباشد x به جاي tبرخي جانشيني هاي 

  . 17مثال
  A x x        x x   

x  .اين جمله در اعداد طبيعي درست است   A x x x      x x 
A  .اين جمله در اعداد طبيعي نادرست است x A x /x x        x x 
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A  .اين جمله در اعداد طبيعي نادرست است x 3 A x 3/x x x 3 x 
A  .اين جمله در اعداد طبيعي نادرست است 5x 6 A 5x 6/x x 5x 6 x 

Aمجموعه اعداد طبيعي داراي خاصيت اعضاي هر چند تمام  x يعني بزرگتر از آنها عددي ديگر است مي باشد ،
5xولي  6  ،x  ،x    .خاصيت صدق نمي كند ايندر  3
Aاگر  . 2نكته x هر براي x درست باشد، يعني x   A x اگر جانشيني  ، فقطt  به جايx  درA  باشدآزاد 

   .را نتيجه گرفت A(t)مي توان 
  . بيان نمادين استنتاجات زير را بنويسيد. 4تمرين

 .سال يا معلول باشيد 18اگر زير  ،شما قادر به رانندگي عادي نخواهيد بود -1

 .)در قالب شرطي بنويسيد: راهنمايي(تمرين زياد براي نمره ي خوب لازم است -2

 .استاد تنها روزهايي حضور و غياب مي كند كه من غايب هستم -3

 .پس اگر انساني هست حيواني هست. انسان حيوان استهر  -4

 .پس اگر جني باشد سم داري هست. هر جن سم دارد -5

 .پس چيز سبزي هست. چيز گرد سبزي هست -6

 .گر استپس هر حجار صنعت. ر صنعتگر استهر نقاش يا حجا -7

 .پس هر انسان نامي است. هر حيوان نامي است. هر انسان حيوان است -8

 .پس ماران تخم مي گذارند. خزندگان و طيور تخم مي گذارند. ان و سوسماران از خزندگان اندمار -9

 .موي سم داري هست ن زردجپس . مويي به خانه ي ما آمد ديروز جن زرد. مو سم دارد هر جن زرد -10

هيچ آدم صديقي . انديا به همه ي مهمان ها خوش گذشته يا بعضي از آنها احساسات حقيقي خود را پنهان كرده  -11
، به همه ي آنها خوش گذشته ه ي مهمانان مردم صديقي بوده اندپس اگر هم. احساسات حقيقي خود را پنهان نمي كند

  .است
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  سورها در استنتاج طبيعي حذف و قواعد معرفي

E x A x 
I A(y) 

A(t) x A x   
         

  [A(y)]        
         

E C  x A x 
I

A(t)  
C x A x   

  توضيح قواعد فوق
I :  براي اثباتx A x  كافيستA(y) 1را براي متغير دلخواه y ثابت كنيم .  

:E  اگر خاصيتA  براي هرx درست باشد براي t اگر جانشيني (. نيز درست استt  درA آزاد باشد.(  
:I  براي اثباتx A x  يك ترم  برايكافيستt اگر جانشيني ( .ثابت كنيمt  درA آزاد باشد.(  

:E  اگر داشته باشيمx A x  و بخواهيمC  ًرا ثابت كنيم، مي توانيم فرض كنيم مثلاy داراي خاصيت A است .
  . نبايد قبلاً استفاده شده باشد yمتغير . و حكم را ثابت مي كنيم) فرض مثلاً( A(y)يعني فرض مي كنيم 

  . خاصيت هاي زير را اثبات كنيد. 18مثال
  1. x A x x A x

x .2  )يك طرفه(جابجايي سورهاي عمومي  y A x, y y x A x, y 
x .3  )دوطرفه(جابجايي سورهاي وجودي  y A x, y y x A x, y 

x .4  )يك طرفه(جابجايي سورهاي عمومي و وجودي  y A x, y y x A x, y 
x A .5  )دوطرفه( در  توزيع  x B x x A x x B x 
x A .6  )دوطرفه( در  توزيع  x B x x A x x B x 

x A .7  )يك طرفه( در  فاكتورگيري  x x B x x A x B x 
x A .8  )يك طرفه( در  فاكتورگيري  x B x x A x x B x 

  9. x A x B x x A x x B x
  10. x A x B x x A x x B x
  11. x A x B x x A x x B x

  

                                                            
 . مشاهده نشده باشدبصورت آزاد دلخواه بودن يعني، در فرضيات و حكم  - 1
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  آزاد نباشد؛  Bدر  xاگر 

x A .12  در  ورود  x B x A x B
x A .13  در  ورود  x B x A x B
x A .14  در  ورود  x B x A x B
x A .15  در  ورود  x B x A x B
B .16  در تالي شرط ورود  x A x x B A x
B .17  در تالي شرط ورود  x A x x B A x
x A .18  در مقدم شرط و تبديل به   ورود  x B x A x B
x A .19  در مقدم شرط و تبديل به   ورود  x B x A x B

x A .20  و تبديل به  و  جابجايي  x x A x
x A .21  و تبديل به  و  جابجايي  x x A x

 
  . 1حل

x Aفرض مي كنيم  x  و ثابت مي كنيمx A x . بنابر فرضx A x  داريمA(x)  و يعنيA  برايx  برقرار
x Aاست و بنابر معرفي سور وجودي داريم x .  

E
 

I
 

I 

x A x   
A(x) 
x A x   

x A x x A x   
  . 2حل

   :اثبات درختي   : اثبات ليستي
x (1  فرض كمكي y A x, y

E
E
I
I
I 

x y A x, y   
E 2) y A x, y y A x, y   
E 3) A x, y A x, y   
I 4) x A x, y x A x, y   
I 5) y x A x, y y x A x, y   

I6) x y A x, y y x A x, y x y A x, y y x A x, y  
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  . 3حل

  : اثبات متني
x: حكم            نداريم: فرض. 1 y A x, y y x A x, y  
x: فرض. 2 y A x, y         حكم :y x A x, y 

y A: فرض مثلاً. 3 x, y        حكم :y x A x, y  
A : فرض مثلاً. 4 x, y          حكم :y x A x, y  

x Aو قاعده ي معرفي سور وجودي داريم،  A(x,y)بنابر فرض مثلاً  x, y  دوباره بنابر قاعده ي معرفي سور
yوجودي به حكم يعني  x A x, y مي رسيم .  

 :درختياثبات 
I

 

I
 

E
 

E
 

I 

A x, y       

x A x, y     
y x A x, y y A x, y    

y x A x, y x y A x, y  
y x A x, y  

x y A x, y y x A x, y   
  : اثبات متني

y: حكم            نداريم: فرض. 1 x A x, y x y A x, y  
y: فرض. 2 x A x, y         حكم :x y A x, y 

x A: فرض مثلاً. 3 x, y        حكم :x y A x, y  
A : فرض مثلاً. 4 x, y          حكم :x y A x, y  

Aبنابر فرض مثلاً  x, y  ،و قاعده ي معرفي سور وجودي داريمy A x, y  دوباره بنابر قاعده ي معرفي سور
xوجودي به حكم يعني  y A x, y مي رسيم .  

 :اثبات درختي
I

 

I
 

E
 

E
 

I 

A x, y       

y A x, y     
x y A x, y x A x, y    

x y A x, y y x A x, y  
x y A x, y  

y x A x, y x y A x, y   
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  . 4حل

  : اثبات متني
x y A: حكم            نداريم: فرض. 1 x, y y x A x, y  
x y A: فرض. 2 x, y         حكم :y x A x, y 

x y A: فرض. 3 x, y        حكم :x A x, y  
y A: فرض .4 x, y          حكم :x A x, y  
y A: فرض. 5 x, y          حكم :A x, y  

  :اثبات درختي
E

 

I
 

I
 

E
 

I 

y A x, y   
  A x, y   
  x A x, y   
  y x A x, y x y A x, y   
  y x A x, y   
  x y A x, y y x A x, y   

  . عكس اين گزاره برقرار نيست
  

I
 

I

A x, y     
  y A x, y 

E y x A x, y   

E
 

I 

x y A x, y x A x, y   
  x y A x, y   
  y x A x, y x y A x, y  

  .در فرض، آزاد است yقاعده ي نشان داده شده اشكال دارد زيرا 
  . 6حل

  :اثبات متني
x A: حكم          نداريم: فرض. 1 x B x x A x x B x  
x A: فرض. 2 x B x       حكم :x A x x B x  
A: فرض مثلاً. 3 y B y      حكم :x A x x B x  
A: فرض. حالت اول. 1-4 y      حكم :x A x x B x  
B: فرض. حالت دوم. 2-4 y      حكم :x A x x B x  
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A: فرض. حالت اول. 1-5 y      حكم :x A x  
B: فرض. حالت دوم. 2-5 y      حكم :x B x  

  .حاصل مي شود Iو حكم هاي مراحل قبل، از  Iكه هر حكم بنابر فرض و قاعده ي 
 : اثبات درختي

I
 

I
 

E
 

E 

B y  
I

 

I 

A y     
x B x  x A x     

x A x x B x x A x x B x  A y B y    
x A x x B x x A x B x  

I 
x A x x B x   

  x A x B x x A x x B x   
  :اثبات متني

x A: حكم          نداريم: فرض. 1 x x B x x A x B x  
x A: فرض. 2 x x B x     حكم :x A x B x  
x A: فرض. حالت اول. 1-3 x      حكم :x A x B x  
x B: فرض. حالت دوم. 2-3 x      حكم :x A x B x  
A: فرض. حالت اول. 1-4 y      حكم :x A x B x  
B: فرض. حالت دوم. 2-4 y      حكم :x A x B x  
A: فرض. حالت اول. 1-5 y      حكم : A y B y  
B: فرض. حالت دوم. 2-5 y      حكم : A y B y  

  : اثبات درختي

I
 

I
 

E
 
E

  

B y     
I

 

I
 

E 

A y       
A y B y   A y B y       

x A x B x x B xx A x B x x A x   
x A x B x x A x B x  x A x x B x  

 

I  
x A x B x     

 x A x x B x x A x B x       
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 . 17حل

  : اثبات درختي
 

(**) 
E 

x B A x     
(*) 
E

x B A x      
A x   A xB  B x A x  

 
E
برهان خلف  

I

 x A x   
     

x B A x  
B x A x x B A x    

 
  (*) اثبات

       
  (**)اثبات

      

E
 

 
 

I
 

I
 

E
برهان خلف  

 

B  B    
I

 

I
 

E
 

I 

A x       
      B A x       

A x     x B A x  x B A x  
B A x         

x B A x  x B A x A x   
            

B           

  . 18حل
  : اثبات درختي

E
 
E 

 x A x   x A x B 
 

 
(**) x A x B  

B B   (*)
I 

x A x B  
 

I
 

E
 

برهان خلف  
 

I 

 A x   
  x A x x A x   
     
  x A x B   
  x A x B x A x B     
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  (*) اثبات 

E
 

E
 

I
 

I
 

E
 

برهان خلف  

A x A x   
   
B   

A x B   
x A x B x A x B    

   
A x     

 
  : اثبات نادرست

I
 

E
 

I
 

I
 

I 

A x           
x A x   x A x B       

B     
A x B     

x A x B     
x A x B x A x B       

  . درست نيست هدر فرض آزاد است؛ پس كاربرد قاعد I  ،xدر قاعده ي معرفي سور عمومي، 
  . را اثبات كنيد 18مثالدر  خاصيت هاي حل نشده. 5تمرين
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  حساب رشته ها 

را نتيجه مي دهد،  حداقل يكي از حكم هاي ذكر شده در  Γاين است كه تمام فرضيات Γمنظور از يك رشته 
  .)مجموعه هاي مكرر هستند، يعني تكرار در آنها مهم است؛ اما ترتيب اهميتي ندارد و  Γ  .)Γيعني؛ 
A         :اصول A                                  A 

  : قواعد حساب رشته ها

R Γ A,      Γ B, L A, B, Γ   
Γ A B, A B, Γ   

    

R Γ A, B,   L A, Γ           B, Γ   
Γ A B,   A B, Γ   

    

R A, Γ B,   L Γ A,           B, Γ   
Γ A B,   A B, Γ   

    

R A, Γ   L Γ A,   
Γ A,   A, Γ   

    

R Γ A y ,   L A t , Γ   
Γ x A x ,   x A x , Γ   

    

R Γ A t ,   L A y , Γ   
Γ x A x ,   x A x , Γ   

    

RW Γ LW Γ   
Γ A, A, Γ   

    

RC Γ A, A, LC A, A, Γ   
Γ A, A, Γ   

    
 

Cut
Γ A, A, Γ    

 Γ    
به جاي  Aدر  yدر رشته اي كه پايين خط استنتاج است آزاد نيست و در جانشيني  y متغير Lو  Rدر قواعد . 3نكته

x در قواعد . ، آزاد استL  وR  ترم جانشينيt  به جايx  درA آزاد است ،.   
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Aيك درخت است كه برگ هاي آن اصول  Γيك استنتاج در حساب رشته ها براي . 2تعريف A ريشه  رو د
Γ رشته قرار گرفته كه توسط قواعد فوق به هم مربوط مي شونديك س أو در هر ر .  

x A  . 19مثال x x A x   
  .حل

L
 

R
 

R 

A t A t     

  x A x A t     

  x A x x A x     

  x A x x A x     
t  مي تواند هر ترم، مثلاً خودx  باشد كه به جايx  درA آزاد باشد . 

A  . 20مثال A B B  
  . حل

LW A A RWA A   

L A, B B A B, A   
 
L

 

R 

A, A B B  
  A A B B   
  A A B B   

x y A  . 21مثال x, y y x A x, y   
  .حل

L
 

L
 

R
 

R
 

R 

A x, y A x, y   
  y A x, y A x, y   
  x y A x, y A x, y   
  x y A x, y x A x, y   
  x y A x, y y x A x, y   
  x y A x, y y x A x, y  

 
 

x A  . 22مثال x B x A x B   
     .حل

RW
 
R

 

R
 

R

A x A x   
  

LW
 

L
 

R 

B B A x A x , B   
  A x , B B A x , A x B   
  B A x B A x , x A x B   

L
 

R 

B x A x B x A x , x A x B  
  x A x B x A x B   
  x A x B x A x B   
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x y A  . 23ثالم x, y y x A x, y   

  :اثبات نادرست   :حل
 
L

 

R 
 
 

L 
 

 

R 
 
 

R 

A x, y A x, y     

L
 

L
 

R
 

R
 

R 

A x, y A x, y   
y A x, y A x, y   y A x, y A x, y   

y A x, y xA x, y   x y A x, y A x, y   
x y A x, y x A x, y   x y A x, y x A x, y   

x y A x, y y x A x, y   x y A x, y y x A x, y   
x y A x, y y x A x, y   x y A x, y y x A x, y  

 . عكس اين گزاره برقرار نيست
  

L
 

L
 

R
 

R
 

R 

A x, y A x, y    

  x A x, y A x, y     
  y x A x, y A x, y     
  y x A x, y y A x, y     
  y x A x, y x y A x, y     
x نشان داده شده آزاد است .  y x A x, y x y A x, y     
 

x  . 24مثال A x x A x   
  . حل

LW
 

RW
 

R
 

R
 

R
 

R
 

R
 

RC 

A y A y   

A x , A y A y   
A x , A y A y , x A x   

A x A y , A y x A x   
A x  A y , x A x x A x  

A x x A x , x A x x A x  
A x x A x , x A x x A x   

x A x x A x , x A x x A x   

x A x x A x   
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A  . 25مثال B B C A C   

  : اثبات متني
A: حكم            نداريم: فرض. 1 B B C A C  
A: فرض. 2 B B C      حكم :A C  
A: فرض. 3 B B C  وA   حكم :C 

A: فرض. 4 B  وB C وA     حكم :C  
Aبا توجه به فرض . 5 B  يك بار مقدم آنA  ،آن را به مجموعه احكامي كه لااقل يك از آنها (را ثابت مي كنيم

  : و يك بار از تالي استفاده مي كنيم) بايد ثابت شود اضافه مي كنيم 
B: فرض. حالت اول C وA        حكم :A  ياC 

B: فرض. حالت دوم C وB  وA      حكم :C 

Bبراي  5و در حالت دوم دوباره مانند مرحله ي. در فرضيات موجود است Aدر حالت اول حكم . 6 C  عمل مي
  كنيم؛ 

 Cو B: حكم          AوB : فرض. حالت اول

 C: حكم        Aو  BوC : فرض. حالت دوم

  . در هر دو حالت حداقل يك از احكام در فرض موجود است
  :اثبات با استفاده از حساب رشته ها

    
RW

 

LW 

B B 
 

RW
 

LW 

  

L

LW
 

L 

C C B B, C A A   
A, B, C C A, B B, C  A A, C   

A, B, B C C A, B C A, C  
   

L 
 

R  
 

R 

A, A B , B C C     
    A, A B B C C   
    A B B C A C   
    A B B C A C   
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  نظريه ي مجموعه ها : دومفصل 
  حساب رشته ها براي مجموعه ها

با اضافه كردن قواعد . در حساب رشته ها و منطق محمولات با حركت از پايين به بالا فرمول ها به اتم ها تجزيه مي شوند
كه در رشته  متغيرند yو  xترم هستند و  Aو  Bو  sو  tدر پايين . ساده كردزير مي توان اتم ها را نيز به اتم هاي ديگر 

  .  نشيني هاي ذكر شده آزادندتمام جا. پايين استنتاج آزاد نيستند
 : قواعد حساب رشته ها

R Γ t A, Γ t B, L t A, t B, Γ   
Γ t A B, t A B, Γ   

     

R Γ t A, t B, L t A, Γ           Γ, t B   
Γ t A B, t A B, Γ   

     

R Γ t A, Γ t B, L t A, t B, Γ   
Γ t A B, t A B, Γ   

     

RP Γ t A, LP t A, Γ   
Γ t P A , t P A , Γ   

     

R t A, Γ t B, L Γ t A,          Γ, t B   
Γ A B, A B, Γ   

     

R B y B, Γ t F y ,   L B Γ s B,        t F s , Γ  
Γ t F XB ,   t F XB , Γ   

     

R B Γ s B, Γ t F s ,  L B y B, t F y , Γ   
Γ t F XB ,  t F XB , Γ   

     

R B y B, Γ t y, L B s B t s, Γ   
Γ t B , t B , Γ   

 

R B Γ t s, Γ s B, L B y B, t y, Γ   
Γ t B , t B , Γ 



  30  مباني رياضي
 

  

  
A  .1مثال B B A 

  . حل
  : نيتاثبات م

A: حكم              نداريم: فرض. 1 B B A  
  : دو حالت داريم. 2
x: فرض. حالت اول. 1-2 A B        حكم: x B A  
x :فرض. حالت دوم .2-2 B A        حكم :x A B  
x: فرض. حالت اول. 1-3 A B        حكم: x A  ياx B 

x :فرض. حالت دوم. 2-3 B A        حكم :x B  ياx A  
  : در هر يك از حالت اول و دوم، دو حالت داريم. 4
x: فرض. حالت اول. 4- 1-1 A         حكم: x A  ياx B  
x :فرض. حالت دوم .4- 2-1 B          حكم: x A  ياx B  
x: فرض. حالت اول .4- 1-2 B          حكم :x B  ياx A 

x :فرض. حالت دوم. 4- 2-2 A          حكم :x B  ياx A  
  . در تمام موارد فوق دست كم يكي از حكم ها در فرض موجود است

  : اثبات با استفاده از حساب رشته ها

RW 
 
L 

 
R 

 
R =  

x A x A   
RW x B x B 

RW 
 
L 

 
R 

x B x B  
RW 

x A x A   
x A x B, x A  x B x A, x B x B x B, x A  x A x B, x A   

x B A x A, x B  x A B x B, x A  

x B A x A B  x A B x B A  
A B B A  

 

R x A, Γ B, x B, Γ x A, L t A t B, Γ   
Γ A B, A B, Γ   

     

R{} Γ t A , … , t A , L{} t A , Γ … t A , Γ  
Γ t A , … , A , t A , … , A , Γ   
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  .گزاره هاي زير را اثبات كنيد. 1مرينت

1. A B B A 
2. A B A A B B 
3. A A B B A B 
4. A B B C A C 
5. A B B A A B 
6. A B C A B A C 
7. A B C A B A C 
8. A B C A B C 
9. A B C A B C 

  . 2مثال
F n n, n 1              A 1,2 , 2,3 , 3,4                B 1,2 , 1,3 , 1,4   

A F n, , F 1 F 2 F 3 1,2 2,3 3,4 1,4   
A F n, , F 1 F 2 F 3 1,2 2,3 3,4   
C F n F 1 F 2 F 3 … 1,2 2,3 3,4 … 0, ∞   

1,2 F 1 F n, , 1,4   
  . 3مثال

B 1,2,3 , 1,2,4 , 1,2,5  
B 1,2,3 1,2,4 1,2,5 1,2,3,4,5  
B 1,2,3 1,2,4 1,2,5 1,2  

x 1,2,3 B  
1,2 B x 1,2,3 B 1,2,3,4,5   

 
A  . 4مثال F xB A F xB 
  .حل

  : اثبات متني
A: حكم           : فرض. 1 F xB A F xB 

u: فرض. حالت اول. 1-2 A F xB    حكم: u A F xB  
u: فرض. حالت دوم. 2-2 A F xB    حكم: u A F xB 

  . حالت دوم را به روش حساب رشته ها اثبات مي كنيم، حالت اول به طور مشابه است
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LW 

R
 

 
R  B 

 

u F x u F x   
LW  

u A u A       

u A, x B, u F x u F x u A, x B, u F x u A  
LW  

x B x B   
u A, x B, u F x u A F x   u A, x B, u F x x B  

L  B

L

R
 

u A, x B, u F x u A F xB   

  u A, u F xB u A F xB    

  u A F xB u A F xB    

  A F xB A F xB    

 
  . خاصيت هاي زير را اثبات كنيد. 5مثال

1. x x B F x F xB 
2. x x B F xB F x 
3. x x B x B 
4. x x B B x 
5. x x A x B A B 
6. x x A B x B A 
7. x x B F x A F xB A 
8. x x B A F x A F xB 
9. F x G xB F xB G xB 
10. F x G xB F xB G xB 
11. F x G xB F xB G xB 
12. F x G xB F xB G xB 
13. F x AB F xB A 
14. F x AB F xB A 
15. B F xA B F xA 
16. B F xA B F xA 

B F xA   . اثبات مي كنيم A را با فرض  
17. F x G xA F xB G xB 
18. F x BA F xB B 
19. F x BA F xB B 
20. F x, yBA F x, yAB 
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21. F x, yBA F x, yAB 
22. F x, yBA F x, yAB  

  . 1حل
  : اثبات با استفاده از حساب رشته ها

LW
 
R B 

y F x y F x 
LW 

x B x B   
x B, y F x y F x x B, y F x x B   

R

R
 
R 

x B, y F x y F xB   
  x B F x F xB     
  x B F x F xB     
  x x B F x F xB     

  .كنيدرا اثبات  4ساير خاصيت هاي ذكر شده در مثال. 2تمرين
  مجموعه ي تواني

  . 6مثال
A 1,2,3   
P A , 1 , 2 , 3 , 1,2 , 1,3 , 2,3 , 1,2,3   
P 1 P 2,3 , 1 , 2 , 3 , 2,3   
P 1 2,3 P 1,2,3   

 .خاصيت هاي زير را اثبات كنيد. 3تمرين

1. P A B P A P B  
2. P A P B P A B 
3. A B P A P B 
4. P A B P B P A  
5. P F xB P F xB 
6. P F xB P F xB 
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 استنتاج طبيعيدر  مجموعه هاحذف  و قواعد معرفي

  x B  x A                 
                      

E C  C  x A B I x B   I x A   
C x A B   x A B   

  

E x A B E x A B   I x B   x A  
x B x A  x A B   

 

E x A B E x A B   I x B  x A   
x B x A  x A B   

 

        x A   
           

E A B x A I x B   
x B A B   

 

 

EP A P B IP A B   
A B A P B   

 

 

E   
  

      x A   
         

s B t F xB I    t F x   
t F s t F xB   

 

  t F x    x B        
            

E C  t F xB I    s B   t F s   
C t F xB   
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        x B   x A   
              

E t B A B I x B   x A   
t A A B   

 

E B
  

      y B   
         

s B t B I B  t y   
t s t B   

 

  y B      t y         
            

E B C  t B I B  s B   t s   
C t B   

 

  t A  t A       
              

E ,…, C   C t A , … , A  I ,…, t A   
C t A , … , A  

  
B  .7مثال F xA B F xA 
  . حل

  : اثبات درختي

E
  

E
 

I 

y B F xA   
I A 

 

x A  y F x     

y F xA   y F xA       

   
E 

y B F xA  
 

I
 

E  A 
 

I 

y F x   y B   
  y B F x     

  y B F xA     

  B F xA B F xA     
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B  .8مثال F xA B F xA 

 :اثبات درختي

E A 
 
E 

 

E 
 
E  A  

 
I 

 

I
 
I 

x A  y B F xA      اين از غير تهي
y  مي آيد Aبودن  B F x         

y F x   y F x   
E 

 
E 

 
I 

y B F xA  x A  
   y F xAy B F x   

 y B   x  x A   
y F xA y B   

y B F xA    

B F xA B F xA     
 

x   . 9مثال B F x A F xB A 
  : اثبات درختي

E
 

E 
 

E 

x B F x A             
x B F x A x B         

F x A     

E  B  
 

I
 

I 

y A   y F xB  
  y A   
  F xB A   
  x B F x A F xB A   
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  رابطه و تابع : سومفصل 
  زوج مرتب. 1تعريف

a, b a, b , a   
  . 1قضيه

x y z v x, y z, v x z y v   
  . به عنوان تمرين به عهده دانشجويان مي باشد. اثبات
  . 2قضيه

x y x A y B x, y PP A B  
xچون . اثبات A A B  وy B A B  پسx, y A B  .  

,x بنابراين y A B  وx A B  پسx, y P A B  پسx, y , x P A B  و
x, y x, y , x PP A B. 

I
 

??
 

IP
 

??
 

IP
 

E 

x A  
I

 

??
 

IP 

y B 
I 

x A     
x A B y A Bx A B   
x A B x, y A B     

x P A B x, y P A B     
x, y , x P A B   

x, y x, y , x PP A B   x, y PP A B  
x, y PP A B   

  

  قاعده ي جديد
       :نشان داد I قاعده ي ؟؟ در مثال قبل را مي توان به

  
I y B   x A   

  x, y A   
zفرض كنيم . )اين قاعده بر اساس قواعد ديگر قابل اثبات است( .قاعده فوقاثبات  x, y  و ثابت مي كنيم كه

z A بنابر فرض، دو حالت داريم. است :  
zاگر . حالت اول x چونx A  پسz A .  
zاگر . حالت دوم y چونy A  پسz A . 
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  . پس در هر دو حالت حكم ثابت مي شود

E
 

E  
 

y A z y 
E 

x A   z x     
z A z A  z x, y   

I 
z A     

  x, y A     

  ضرب دكارتي. 2تعريف
A B x, y |x A y B x, y PP A B |x A y B   

  اصل تصريح در نظريه مجموعه ها
φبا هر فرمول  x  و مجموعهA  ، يك زيرمجموعهB  ازA  متشكل اعضايي كه داراي خاصيتφ x  هستند موجود

Bاست و آن را با  x A|φ x اصل تصريح را با استفاده از نماد، بصورت زير مي توان بيان . نشان مي دهيم
A B x x                                                                                             :نمود B x A φ x 

φ بنابر اصل تصريح با استفاده از فرمول u x y x A y B x, y u  و مجموعه ي
PP A B  مي توان ،A B را به صورت زير داشت:   

A B u PP A B | x y x A y B x, y u  
  صورت اوليه ي اصل تصريح به صورت زير بود؛ : توضيح

φبا هر خاصيت  x  يك مجموعه داريم كه آن را باB x|φ x نشان مي دهيم .  
B x x اصل فوق را با استفاده از نماد، به صورت  B φ x مي توان بيان نمود .  

  . 1مثال
φ x y A, x yA x|  y A, x y 
φ x y A, x yA x|  y A, x y 
φ x x B , u F xF xB x| x B , u F x 
φ x x B , u F xF xB x| x B , u F x 
φ x x A x BA, B x|x A x B 
φ x x A x BA B x|x A x B 
φ x x A x BA B x|x A x B 
φ x x A x BA B x|x A x B 
φ x x AP A x|x A  
φ x x y x A y B x, y u A B x, y |x A y B  

u| x y x A y B x, y u  
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  پارادوكس راسل

φبراي فرمول  x x x  بنابر اصل تصريح اوليه و خاصيت مجموعه ي متناظرx x R x x  را
R: داريم xبه جاي  Rحال با جايگذاري . داريم R R Rتناقض ،.  

  به علت بروز پارادوكس فوق اصل تصريح به صورت زير اصلاح شد؛ 
φو هر خاصيت  Aبا هر مجموعه ي  x  يك مجموعه ازA  از اعضاي داراي خاصيت ،φ x با پذيرش . وجود دارد

  . اصل تصريح جديد پارادوكس راسل به قضيه ي زير تبديل شد
V x  x  . مجموعه ي تمام مجموعه ها وجود ندارد. 3قضيه V 
V x  xفرض كنيم . اثبات V  و بنابر قاعده يE  مثلاً فرض مي كنيم ،x  x V يعني مجموعه ي تمام ،

Rمجموعه ها باشد و بنابر اصل تصريح، فرض مي كنيم  x V|x x . چونV  مجموعه ي تمام مجموعه
R هاست پس x|x x )و به طور دقيق تر داريم. و دوباره به تناقض قبل مي رسيم) چرا؟ :  
V x  x (1  )خلف(فرض   : اثبات ليستي V

x  x (2  )مثلاً(فرض    V 
A B x (3  اصل تصريح   x B x A x x 
  E  4 3و) B x x B x V x x 
x (5 4و ) مثلاً(فرض    x R x V x x 
  E  6  5و) R R R V R R 
  E  7  2و) R V 
R (8  و ؟ 7و  6   R R R 
    9) 

   
  : علاوه بر پذيرش اصل تصريح اصلاح شده، چند مورد خاص از صورت اول اصل تصريح به صورت زير را مي پذيريم

x|x .1  اصل وجود مجموعه ي تهي x
,A .2  اصل زوج سازي B x|x A x B 

A .3  اصل اجتماع x|  y A, x y 
P .4  تواناصل  A x|x A 

حالت خاص، صورت اول اصل تصريح و همچنين اصل تصريح اصلاح شده، مي توان وجود مجموعه  4با پذيرش اين 
  . هاي ديگر را ثابت كرد
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,Aمثلاً با استفاده از اصول زوج سازي و اجتماع  B  يعنيA B  را داريم و بنابر اصل توانP A B  و

P P A B و از آنجا بنابر اصل تصريح اصلاح شده مجموعه ي زير را خواهيم داشت .  
A B u| x y x A y B x, y u   
            u PP A B | x y x A y B x, y u  

  : همچنين بنابر اصل اصلاح شده داريم
A B x|x A x B   
A B x|x A x B   
If   A   and  a A  Then  A x a|  y A, x A   

PPو مجموعه  A B از اصل ذكر شده در بالا بدست مي آيد .  
PP A B PP A, B  

  استنتاج طبيعيدر  حاصل ضرب دكارتيحذف  و قواعد معرفي
  v B u A t u, v         

E 
               

C t A B  I v B   u A   
C u, v A B   

tدر فرمول هاي  vو  uمطابق معمول متغيرهاي  A B  وC  فرضيات ديگر آزاد نيستندو.  
  . 4قضيه

P : A B A B B A  
P : A     B     A B B A A B  
P : A B   A     B  
P : A B C A B A C  
P : A B C A B A C   
P : A B C A B A C  
P : A F xB A F xB   
P : A F xB A F xB   

  در شكل زير برخي از روابط فوق به تصوير كشيده شده است؛ 

A B C مستطيل   كل

  
A B   مستطيل 1 و 2

  
A C و 2 3    مستطيل

B C  
      

B 

    
A B C   

(1) 
 

    

    
C 

    A B C   
(2)  

 B C  

C B          A B C   
(3)  
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A B A C مستطيل 1 و 2 مستطيل 3 و 2 كل مستطيل A B C   

A B A C مستطيل 1 و 2 مستطيل 3 و 2 مستطيل2 A B C  

A B A C مستطيل 1 و 2 مستطيل 3 و 2 مستطيل1 A B C   
  . P اثبات
Aفرض كنيد . 1حالت B  وx A B  و ثابت مي كنيمx B A .  
xچون  A B  ًمثلاx u, v  وu A  وv B  چونA B  وu A  پسu B  و چونA B  و

v B پس v A . چونv A  وu B  وx u, v  پسx B A   
Aفرض كنيد . 2حالت B  وx B A  و ثابت مي كنيمx A B ) .به طور مشابه (  

E
 

I
 
E 

A B v B 
E 

A B   u A    
v A  u B    

u, v B A x u, v  
  x B A     

xفرض مي كنيم . Pاثبات  A B C  و ثابت مي كنيمx A B A C  ًبنابر فرض مثلا
x u, v  وu A  وv B Cدو حالت داريم ، :  

v. حالت اول B  چونu A  پسx u, v A B  و بنابراينx A B A C .  
v. حالت دوم C  چونu A  پسx u, v A C  و بنابراينx A B A C .  

  . در هر دو حالت حكم برقرار است، پس حكم ثابت مي شود
  :درختياثبات 

I
 

E
 

I
 

E 

v C  u A   
I

 

E
 

I 

v B  u A      
u, v A C x u, v u, v A B   x u, v   

x A C x A B    

x A B A C x A B A C   v B C 

x A B A C    

   
  . را اثبات كنيد 4ساير گزاره هاي قضيه. 1تمرين
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  .3تعريف

Dom R x| y  x, y R  
Im R Rang R y| x  x, y R  

  . 2مثال
R 1,2 , 2,3 , 4,5   

R 1,2 2,3 4,5 1,2 , 1 3,4 , 3 5,6 , 5
1,2 , 1 , 3,4 , 3 , 5,6 , 5   

R 1,2 1 3,4 3 5,6 5 1,2,3,4,5,6   
Dom R 1,3,5 R   
Im R 2,4,6 R  

Domپس مي توان  R  وIm R را به صورت زير تعريف كرد :  
Dom R x R | y  x, y R  
Im R Rang R y R | x  x, y R   

  .تعاريف فوق بر اساس اصل تصريح اصلاح شده قابل قبول است
  . 5قضيه

1. Dom R R   
2. Im R R 

  .1ثبات بندا
xفرض مي كنيم  Dom R  و مثلاً فرض مي كنيمx, y R  چونx x, y , x x, y  پس

x R  چونx x  پسx R .  
   

.را اثبات كنيد 5قضيه 2بند. 2تمرين  
  استنتاج طبيعيدر  Imو  Domحذف  و قواعد معرفي

  t, y R        
           

E Dom 
C  t Dom R  

I Dom
t, s R   

C  t Dom R   
      
  y, t R        
           

E Im C  t Im R 
I Im

C t Im R   
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  .4تعريف

R x, y | y, x R  
ROS x, y | z x, y S z, y R  

C   B   A   B   A  

z  R   y  S   x  
  

y  

R   
x      

  R   
ROS                                         

 
 استنتاج طبيعيدر  و  ROSقواعد معرفي و حذف 

  v y, x    x, y R       
          

E C  v R I t, s R   
C s, t R   

 

v x, y x, z S   z, y R        
                        

EO C v ROS IO t, u R   s, t S   
C s, u ROS   

  . 6قضيه
1. TOS OR TO SOR 
2. ROS S OR 

  . 1اثبات بند
vفرض مي كنيم . حالت اول TOS OR  و ثابت مي كنيمv TO SOR .  

,zداريم  zو  yو  xبنابر فرض مثلاً براي  y TOS  وx, z R  وv x, y . فرضدوباره با توجه به 
z, y TOS  مثلاً برايw داريم w, y T  وz, w S چون z, w S  وx, z R  پس

x, w SOR پس v x, y TO SOR .  
vفرض مي كنيم . حالت دوم TO SOR  و ثابت مي كنيمv TOS OR) .به طور مشابه(  
  .2اثبات بند

  : اثبات متني
vفرض مي كنيم . حالت اول ROS  و ثابت مي كنيمv S OR .  
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,xبنابر فرض مثلاً داريم  y ROS  وv y, x . براي مثلاً دوبارهz  اي داريم؛z, y R  وx, z S 

,zپس  x S  وy, z R  و بنابراينv y, x S OR .  
vفرض مي كنيم . حالت دوم S OR  و ثابت مي كنيمv ROS .)به طور مشابه( 

  : اثبات ليستي
v (1  فرض S OR  1  فرض) v ROS

(2   1فرض مثلاً و بنابر v y, x   2 1فرض مثلاً و بنابر) v y, x 
,y (3  1فرض مثلاً و بنابر z R   3 1فرض مثلاً و بنابر) x, y ROS 
,z (4  1فرض مثلاً و بنابر x S   4 3فرض مثلاً و بنابر) x, z S 

,z (5  3بنابر y R   5 3فرض مثلاً و بنابر) z, y R 
,x (6  4بنابر z S   6  4بنابر) z, x S 
,x (7  6و  5بنابر y ROS   7   5بنابر) y, z R 
(8  7بنابر y, x ROS   8  7و  6بنابر) y, x S OR 
v (9  2و  8بنابر ROS   9  2و  8بنابر) v S OR 
   

 تابع 

تابع يك به يك است اگر هيچ دو زوج . بع رابطه اي است كه هيچ دو زوج مرتبي با مؤلفه اول يكسان نداشته باشدتا
  : به طور نمادين، تعاريف زير را داريم. مرتبي با مؤلفه ي دوم يكسان نداشته باشد

1) Func f x y z x, y f  x, z f y z  
2) One to one f x y z x, z f y, z f x y 
3) f: X Y Func f Dom f X Im f Y 

4) f: X
     

Y f: X Y One to one f 

5) f: X
   O   

Y f: X Y Im f Y 

6) f: X
   ,O   

Y  f: X
     

Y Im f Y 

Aبراي . 5تعريف X  وB Y  وf: X Y تعريف مي كنيم : 

f A y Y| x A f x y y Y| x A x, y f   
f B x A|f x A x A| y B x, y f   

fكه در آن  x y  به معنايx, y f مي باشد.   
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   طبيعي معرفي و حذف تابع در استنتاجقواعد 
          x, y f      x, z f   
               

EFunc 
t, u f  t, s f Func f 

IFunc 
y z   

Func f   
    

          x, z f      y, z f   
               

E1 1 
u, t f  s, t f One to one f

I1 1 
x y   

One to one f   
    .3مثال

2 
3 
4 
5 
6  

 1 
2 
3 
4 
5 
6 

X 1,2,3,4,5,6 
Y 2,3,4,5,6 
f 1,2 , 2,2 , 3,5 , 4,3 , 5,5 , 6,6 

1,2 , 2,2 f    يك به يك نيست f  

Im f 2,3,5,6 Y    پوشا نيست f  

A 2  A 2,3 A 1,3 A 1 A 1,2,3,5  A 1,2  
f A 2,5   f A 2,5 f A 2  f A 2,5   f A 2  

f f A f 2 1,2 A  

f f A f 1,2,3,5 2,5 A  

f f A f 2 1,2 A  

f f A f 2,5 1,2,3,5 A  

A A 1  A A 2  A A 1,2,3  
A A 1  A A  A A 1  

f A f A 2  

f A A f A f A 2  

f A A 2 f A f A 2 2,5 2  
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f A A 2,5 f A f A 2 2,5 2,5  

f A A 2 f A f A 2 2,5  
,Aبراي . 7قضيه A , A X  وB, B , B Y  وf: X Y تعريف مي كنيم:  

1. A f f A 
2. f f B B 
3. f A A f A f A 
4. f A A f A f A 
5. f A f A f A A 
6. f B B f B f B 
7. f B B f B f B 
8. f B B f B f B 

  . را اثبات كنيد 7قضيه. 3تمرين
:fفرض كنيم  .8قضيه X Y وA I  يك خانواده از زيرمجموعه هايX  وB I يك خانواده از زير 

  : باشد، در اين صورت داريم Yمجموعه هاي 
1. f AI f AI 
2. f AI f AI 
3. f BI f BI 
4. f BI f BI 

  . هميشه حالت تساوي برقرار است fدر حالت هاي . 1نكته
  . را اثبات كنيد 8قضيه. 4تمرين
:fفرض كنيم . 9قضيه X Y احكام زير معادلند ، :  

.1 f يك به يك است . 

.2 f است تابع . 

:g تابع 3. Y X  وجود دارد كهgof Id : X X )تابع هماني(  

.4  A X     A f f A  

.5  A , A X      f A A f A f A 

.6  A , A X      f A A f A f A 

.7 f AI f AI  به ازاي هر خانوادهA I  از زيرمجموعه هايX . 

  .اثبات
 1 ,xيك به يك است،  fكنيم مي فرض  2 y , x, z f  و ثابت مي كنيمy z  و بنابراينf  
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,xچون . تابع است y , x, z f  پسy, x , z, x f  و چونf  يك به يك است پسy z .  

2 ,xيك به يك است،  fكنيم مي فرض  1 z , y, z f  و ثابت مي كنيمy z  و بنابراينf  يك
,xچون . به يك است z , y, z f  پسz, x , z, y f  و چونf  يك تابع است پسy z .  

3 :gفرض مي كنيم  1 Y X  وgof Id براي  وx , x A  ،f x f x ثابت مي  و
xكنيم  x  .بنابر فرض f x f x  داريمg f x g f x  و بنابر فرضgof Id داريم؛   

f x f x g f x g f x
    فرض  

x x   
1 A و يك به يك است fكنيم مي فرض  4 X  و ثابت مي كنيم A f f A. 

A f f A ثابت كنيم  درحالت كلي برقرار است كافيستf f A A . فرض كنيم x f f A 
fپس  x f A  پس مثلاً برايy A داريم y, f x f  و چونy, f y f  وf  تابع است پس

f x f y  و چونf يك به يك است x y  و چونy A  پسx A .  
4 A كنيم مي فرض  1 X     A f f A  و برايx , x A  ،f x f y  و ثابت مي

xكنيم  x  . برايA x داريم؛ A f f A ست كه ثابت كنيميدر حالت كلي برقرار است كاف 
f f A A .  

f A f x f x
       

f x f A x f f A A    
 x A x x x   

1 A يك به يك است و  fمي كنيم  فرض 5 , A X  ثابت ميكنيم؛  
f A A f A f A   

f A A f A f A ؛ در حالت كلي برقرار است كافيست ثابت كنيم  
f A f A f A A   

y كنيممي فرض  f A f A و ثابت مي كنيم كه y f A A  . ،بنابر فرض داريم y f A  و
y f A   ، پس مثلاً برايx A  وx A  ،داريم y f x  وy f x  پسf x f x 

xداريم،  fو بنابر يك به يك بودن  x  . چونx A   وx x  پسx A  و چونx A  پس
x A A و بنابر y f x  داريمy f A A .  

5 A فرض مي كنيم  1 , A X     f A A f A f A  و برايx , x A  ،
f x f x ثابت مي كنيم  وx x  . برايA x  وA x اريمد:  

f A A f A f A f x f x f x f x f x   
xاگر  x پس A A  وf A A f  به تناقض مي رسيم پسx x  .  
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  . را اثبات كنيد 9ساير حالت هاي اثبات نشده در قضيه. 5تمرين

  اصل انتخاب
fموجود است كه  f، تابع  Rبراي هر رابطه  R   وDom f Dom R .  

با ابتداي يكسان، دقيقاً يكي انتخاب شده و در تابع گذاشته مي ) پيكان(در اين مثال، از هر تعداد زوج مرتب . 4مثال
  : شود، بدين ترتيب توابع انتخاب مختلفي مي توان ساخت

1 
2 
3 
4 
5 
7 

 1 
2 
3  

R 1,2 , 1,3 , 1,4 , 2,2 , 2,5 , 3,1 , 3,7  
f 1,2 , 2,5 , 3,1 
f 1,3 , 2,5 , 3,1 
f 1,3 , 2,5 , 3,7 
f 1,2 , 2,2 , 3,1 

fدر تمام موارد فوق  R   وDom f Dom R 1,2,3.    
:fفرض كنيم . 10قضيه X Y احكام زير معادلند ، :  

.1 f است پوشا . 

:g تابع 2. Y X  وجود دارد كهfog Id : Y Y )تابع هماني(  

.3  B Y     f f B B  
  . اثبات

1 gوجود دارد كه  gبا استفاده از اصل انتخاب تابع  2 f   وDom g Dom f چون .    
Dom f Rang f Y  و چونRang g Rang f Dom f X  پسg: Y X  .

fogهمچنين  Id اگر  زيراw fog ًبنابر فرض مثلا w y, z  وx, z f  وy, x g  چون
g f  پسy, x f  پسx, y f  و چونx, z f  وf  تابع است پسy z  و پس

w y, y Id . يعنيfog Id . اگرw Id فرض مثلاً  بنابرw y, y  وy Y Dom g 
,yپس مثلاً  z g چون g f پس y, z f  پسz, y f  و چونy, z g پس 

w y, y fog  . يعنيId fog .  
   

  . را اثبات كنيد 10ساير حالت هاي اثبات نشده در قضيه. 6تمرين
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  مجموعه هاي هم توان : فصل چهارم
  )توانمجموعه هاي هم (تناظر يك به يك  

:fاگر . 1تعريف A
,

B  گوييمf  بين ) تناظر يك به يك(يك هم توانيA  وB  است و با نمادA B 

:fاگر . نمايش مي دهيم A B  گوييمf  يك كم تواني بينA  وB  است و با نمادA B نمايش مي دهيم.  

:fتابع . 1قضيه A B وجود دارد اگر و تنها اگر تابع g: B A بنابراين . (باشدB A( 

:f. اثبات A B  اگر و تنها اگرf  وارون راستg  باشد يعنيg: B A  موجود باشد كهfog IdB  و بنابراين
f  وارون چپg است و در نتيجه يك به يك است .  

   
  . 1مثال

f: ω
,

ω 0  
f n n 1  
ω 0,1,2,3,4, … , n, n 1, …  
ω 0 1,2,3,4,5, … , n 1, n 2, …   

ωبنابراين  ω 0 

مسافري جديد از راه مي رسد و . وجود دارد كه همگي پر هستند …و  2و  1و  0در فضا هتلي با بي نهايت اتاق . 2مثال
: مسئول هتل او را در هتل جاي مي دهد، به اين صورت كه برگه اي به مسافر مي دهد كه روي آن نوشته شده است

 0شماره  به اتاق مسافر جديد. »لطفاً به اتاق بعدي رفته و آنجا ساكن شويد و اين برگه را به ساكن اتاق تحويل دهيد«
nبه اتاق  nمسافر اتاق ... رفته و  1به اتاق  0رفته و برگه را به ساكن آن مي دهد و ساكن اتاق  نقل مكان مي  1

مسافر جديد بيايند كافي است كه روي برگه نوشته  5اگر . كند، بدين ترتيب تمام مسافرين در هتل جا داده مي شوند
مسافر جديد به اتاق  5. »ساكن شويد و اين برگه را به ساكن اتاق تحويل دهيداتاق بعد رفته و آنجا  5لطفاً به «شود؛ 
  ... رفته و برگه هاي خود را به ساكن اتاق تحويل دادند و  4و  3و  2و  1و  0هاي 

  : ضابطه نقل مكان مسافرين هتل

f: ω
,

ω 0,1,2,3,4 5,6,7,8, …   
f n n 5  
ω 0,1,2,3,4, … , n, … 

ω 0,1,2,3,4 5,6,7,8,9, … , n 5, …   
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به مسافرين  2مسئول هتل شماره . هتل مشابهي كه كاملاً پر است مي خواهد تمام مسافرين خود را به اين هتل منتقل كند

ضرب كنيد و يك واحد به آن اضافه كنيد، عدد حاصل  2هتل خود اعلام مي كند كه شماره هاي اتاق خود را در 
 2خود را در است با مراجعه به اتاق جديد از ساكن آن بخواهيد كه شماره ي اتاق  1شماره اتاق شما در هتل شماره 

و شماره هاي فرد  1ضرب كند تا شماره ي اتاق جديد خود را بدست آوريد، بنابراين شماره هاي زوج به مسافرين هتل 
  . داده مي شود 2ه ساكنين هتل ب

  : ضابطه نقل مكان مسافرين هتل

f: 0,1,2, … 0, 1, 2, …
,

0,1,2, …   
f n 2n           f ń 2n 1   

,0,1,2,3  )قبل از انتقال( 1شماره اتاق هاي هتل  … , n, …  

,0,1,2,3,4,5,6  )از انتقال بعد( 1شماره اتاق هاي هتل  … ,2n, 2n 1, … 

,0   2شماره اتاق هاي هتل  1, 2, … , ń, … 
  . 3مثال
  . حل

f:
,

ω   
f n 2n           f n 2n 1   
0,1, 1,2, 2,3, 3, … , n, n, …   

0,1,2,3,4,5,6, … ,2n, 2n 1, …   

  . افراز كنيد ωرا به دو قسمت هم عدد با  ω. 4مثال
 . حل

f : ω
,

0 0,2,4, … 
f n 2n

f : ω
,

0 0,2,4, … 
f n 2n 

 
ω 0 1   

  . افراز كنيد ωقسمت هم عدد با  سهرا به  ω. 5مثال
  . حل

f : ω
,

0 3n|n ω 0,3,6, …  
f n 3n 
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f : ω
,

1 3n 1|n ω 1,4,7, …  
f n 3n 1 

 

f : ω
,

2 3n 2|n ω 2,5,8, …  
f n 3n 2 

 
ω 0 1 2   

  . دافراز كني ωقسمت هم عدد با  kرا به  ω. 6مثال
 . حل

f: ω
,

i kn i|n ω , i 0,1,2, … , k 1 i, k i, 2k i, …   
ω i    i 0,1,2, … , k 1  
ω 0 1 … k 1   

kدر مثال هاي قبل براي  kو  2   . را بررسي كرديم 3
  . افراز كنيد ωقسمت هم عدد با  ωرا به  ω. 7مثال
  : روش اول. حل

f : ω
,

A  
n 2 2n 1 

  

A 2 2n 1 n ω ω   
A 2 2n 1 |n ω 1,3,5,7,9, … ,2n 1, …   
A 2 2n 1 |n ω 2,6,10,14, … , 2 2n 1 , …   
A 2 2n 1 |n ω 4,12,20,28, … , 2 2n 1 , …   
A 2 2n 1 |n ω 8,24,40,56, … , 2 2n 1 , …   
  

ω داريم A  وi j  اگر آنگاهA A .  
  : روش دوم

p 2, p 3, p 5, p 7, p 11, p 13, … , p     i امين عدد اول

B 2n|n ω 0,2,4,6,8, …   
B 3n|n ω, 2 n 3,9,15,21, …   
B 5n|n ω, 2 n, 3 n 5,25,35,55, …   
  

B p n|n ω, 2 n, 3 n, … , p n   
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  ): هندسي(روش سوم 

:fدر دو مثال بعد با توجه به  ω
,

ω ω  و اين كه خطوط افقي و خطوط عمودي در صفحه يω ω  ،
افراز  ωمجموعه ي هم توان با  ωرا به  ωه را افراز مي كنند، تصوير معكوس اين خطوط توسط تابع مذكور، صفحاين 

  . مي كند
ω. 8مثال ω ω  
yخط . حل x n  نقطهn, ,0و  0 n روي اين خط . را به هم وصل مي كندn تعداد . نقطه وجود دارد 1

yنقاط خطوط  x n  و ... وy x yو  2 x yو  1 x   : برابر است با  0

1 2 3 4 n 1   

,0مقدار نظير نقطه  n  است، پس  برابرf 0, n  چون دو نقطه يn, m  0و, n m 

yروي خط  x n m پس . هستندf n, m f 0, n m n n 

               
5 

 

4 
 

3 
 

2 
 

1 
 

0  

              
              
              
              
              

      1     2      3      4      5      6 
 

y x 1           y x 2            y x 3  

ثابت كنيد . 1تمرين
f: ω ω ω                        
f n, m n  يك به يك و پوشاست .  

fثابت كنيد . 9مثال n, m 2 2m 1   .يك به يك و پوشاست 1

  . حل
f 0,0 2 0 1 1 0                                  f 1,0 2 0 1 1 1   
f 0,1 2 2 1 1 2                                  f 1,1 2 2 1 1 5  
f 0,2 2 4 1 1 4                                  f 2,0 2 0 1 1 3   
f 2,1 2 2 1 1 11                                f 1,2 2 4 1 1 9  
f 2,2 2 4 1 1 10                                  
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f ت، زيرا؛ يك به يك اس  

f n , m f n , m 2 2m 1 1 2 2m 1 1   
2 2m 1 2 2m 1   

nاگر  n  2از دو طرف داريم؛  2با ساده كردنm 1 2 2m 1 .  
nبه طريق مشابه با فرض ). تناقض(پس عدد طرف چپ، فرد و عدد طرف راست، زوج است  n  به تناقض مي

nرسيم، پس  n ،  2 پسm 1 2m 2mپس  ،1 2m ،  پسm m  بنابراين
n , m n , m .  

kبراي عدد دلخواه  ω  فرض مي كنيمn  در تجزيه ي  2بزرگترين توانk kيعني . مي باشد 1 1 2 q 
mعددي فرد است پس  qكه  ω  وجود دارد كهq 2m kپس  1 1 2 q پس ،k 2 q 1 .  

kمثلاً براي   :داريم 35

 k 1 36 2 9 2 2 4 1 k 35 2 2 4 1 1 f 2,4  
    ω. 10مثال

,m|فرض كنيم . حل n ω ,m|و  0 n ω   پس  0
0   

 f: ω ω اين تابع يك به يك نيست، زيرا ،:        f 2,3 f 4,6 f 2n, 3m 

ω پس بنابر قضيه ω ω  به طور مشابهω .  
تقسيم كرد و مجموعه اعداد زوج ناصفر و ) اعداد زوج ناصفر، اعداد فرد و صفر(را مي توان به سه قسمت  ωچون 

  . تقسيم كرد) و صفر ،  (را هم مي توان به سه قسمت  هم توان هستند و همچنين  ωمجموعه اعداد فرد با 
ω ω     و     اعداد زوج 0     و     اعداد فرد 0   ω      

و  از تابعي يك به يك و پوشا بين  ، نمي توان ضابطه اي مشخصωبه  بر اساس تابع هماني از  ωهمچنين 
ω  به دست داد، ولي بنابر قضيه ي شرودر برنشتاين داريمω .  

,aچگال است، يعني در هر بازه  توجه كنيد كه هر چند كه مجموعه ي اعداد گويا در  b  چقدر كوچك و در هر
r، يك عدد گوياي  هر جاي a, b را به صورت زير نمايش داد  هوجود دارد ولي مي توان مجموع :  

r , r , r , …  
  . باشد نمي تواند حافظه ي ترتيب كوچكترين در  البته اين شمارش 

ω). كانتور(2قضيه 0,1 0,1 در واقع ω 
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:f، فرض مي كنيم كه )فرض خلف. (اثبات ω 0,1وجود دارد پس  0,1 f 0 , f 1 , f 2 , …  ،
 : ، پس مثلاً فرض كنيمدارد2 يكتا در مبناي  1يك بسط نامتناهي 0,1چون هر عدد در 

f 0 0. a a a a … a …  
f 1 0. a a a a … a …  
f 2 0. a a a a … a …  
f 3 0. a a a a … a …   

  . برابر صفر يا يك است aكه هر 

b 1 a 1        if  a 0 
0        if  a 1                   b 0       b b b b … b   

فقط ارقام صفر و يك را داريم بهتر است از مبناي ديگر استفاده كنيم كه از صفر استفاده نكنيم، زيرا  2چون در مبناي 
  . يك بسط نامتناهي نباشد bبسط حاصل براي  ممكن است

b                                       :استفاده مي كنيم 3ر مثلاً مبناي گمبناي دياز . اصلاح اثبات 1        if  a 1 
2        if  a 1  

nبراي هر  ω  داريمb bو  0 a . پس نمايش به صورتb b b b b … b   يك بسط  …
fام  nبا رقم  bام، يعني  nنامتناهي است و رقم  n  يعنيa  هر مخالف است و هر دو بسط نامتناهي اند، پس براي  

n ω b f n پس ،b 0,1 bو    Im f .  
  

 . 11مثال

2. 0,1 0,1 1. 0,1 0,1 
4. 0,1 , 3. 0,1 0,1 
6. 0,1 a, b 5. 0,1 a, b 
8. 0,1 0, ∞   7. 0,1 a, b 
10. B باشد , .9 اگرB شمارش پذير ∞, ∞ 

r فرض كنيم. 1حل , r , … , r , aيعني (باشد  0,1دنباله اي با مقادير مجزا در  … a اگرn m .(
و يا  0,1به  1و  0يا نقاط  0,1به  1يا نقطه ي  0,1به  0همانند مثال مسافرخانه فضايي، براي اضافه كردن نقطه 

  . جادهي شوند و بقيه ي نقاط تغيير نكنند a، كافيست اين نقاط توسط دنباله ي Bبه  Bنقاط 
   

                                                            

 0.1100 ]بسط متناهي دودويي[  - 1

0.10111111 ]كه يكتاست متناهي دودويينابسط [       … 1 
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0 a a a … a a         …     1 f: 0,1

,
0,1  

f x
a           x 0
a     x a
x          x a

 

  
0 a a a a … a     a   … 1

  . 3حل

0 a a a … a a         …     1 f: 0,1
,

0,1   
 

f x

a           x 0 
a            x 1
a     x a
x          x a

  

  
0 a a a a … a     a   … 1

  . 6حل

f: 0,1
,

0,1 
f x b a x a 

  . 7حل
  

f: 0,1
,

0, ∞ 
f x 
f x tan x 

  . 9حل

 

f: ,
,

∞, ∞ 
f x tan x 

Bاگر . 10حل b , b , b , … , b , … Aدنباله اي از مقادير مجزا باشد و    a , a , a , … , a , … 
             .باشد Bدنباله اي از مقادير مجزا در 

f:
,

B             

f x
a             x a  
a         x b
x          x a , b

   

  . را اثبات كنيد 11ساير قسمت هاي حل نشده در مثال. 2تمرين
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A وجود دارد كه Aآيا زيرمجموعه نامتناهي : سوال ω  وA ؟  
طبق فرضيه ي پيوستار كانتور وجود ندارد ولي گودل وجود دقيقاً يك رده مجموعه هاي هم عدد را به دلايلي : جواب

پذيرفت، مقدار هم عددي جواب اين سوال مستقل از اصول نظريه هاست و مي توان جواب هاي مختلفي به اين سوال 
  . داد

  : ، يعنياست Xو دامنه ي  1و  0با مقادير ) توابع(مجموعه دنباله ها  2Xمي گيريم و  0,1را مجموعه  2. 2تعريف
2X f f: X 0,1   

:χتابع مشخصه ي . 3تعريف P X 2X را به صورت زير تعريف مي كنيم:  
χA: X 2 
χA x 1     x A

0     x A 
Aبراي . 12مثال 0 0,1,2 X ؛ داريمχA x 0,1 , 1,0 , 2,0 پس  1,0,0

2 A  1و A  0و A پس ،χA 2 χAو  0 1 χAو  0 0 پس با توجه به اين كه . 1
P X , 0 , 1 , 2 , 0,1 , 0,2 , 1,2 ,   : داريم 0,1,2

2X 0,0,0 χ , 1,0,0 χ , 0,1,0 χ , 0,0,1 χ , 1,1,0 χ , ,
1,0,1 χ , , 0,1,1 χ , , 1,1,1 χ , ,   

:χنمايش مي دهد يعني تابع  χAرا دقيقاً به يك صورت  2Xكه هر عضو  P X 2X  استيك به يك و پوشا.  
P يك به يك و پوشاست، بنابراين χنشان دهيد كه تابع مشخصه ي . 3تمرين X 2X.  
fفرض كنيم . 13مثال 0,1 , 1,0 , Xو  2,0 ، )چندتايي(را مي توان با دنباله  f، تابع  0,1,2

را به صورت زير  2Xبا استفاده از اين قرارداد، اعضاي . است f(i)ام، مقدار  iنيز نمايش داد كه در مولفه ي  1,0,0
2X  :نمايش مي دهيم 0,0,0 , 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1 , 1,1,0 , 1,0,1 , 0,1,1 , 1,1,1  

A 0 0,1,2 X    
x  ،Xبراي هر مجموعه . 3قضيه P X 2X . 

Xاثبات  2X  . تابعX: X 2X  كهf x y 1     y x
0     y x است ثابت مي كنيم  تابعي يك به يك

X 2X  . فرض مي كنيمf: X 2X  و ثابت مي كنيم كهf  پوشا نيست پسX 2X  براي اين منظور دنباله ي ،
b 2X  را به صورت زير مي سازيم، براي هرy X قرار مي دهيم ،b 1 f x y . پس مولفه يy  ام از

b  دنباله هايb  و دنباله هايf y  يعنيf y y  وb  با هم مخالفند پسb f y .براي هر y X  ،
b Im f  .  
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Xاثبات  P X  . تابعf: X P X   با ضابطه يf y است پس تابعي يك به يكX P X   .

Xثابت مي كنيم  P X  . فرض مي كنيمg: X P X  و ثابت مي كنيم كهg فرض مي كنيم كه . پوشا نيست
B y X|y g y  پسy X y B y g y  . فرض خلف(اگر (b g y براي 

yمثلاً  X  براي اين  پس بنابرy  داريمy B y g y  .بنابراين  .تناقضb Im g  پسg  پوشا
  . نيست

   
  پارادوكس كانتور

 Vبراي . قبلاً ديديم كه اين فرض به پارادوكس راسل منجر شد. ، مجموعه ي همه ي مجموعه ها باشدVفرض كنيم 
  : داريم

.1 P V V اگر ،زيرا y P V چون V  ي مجموعه هاست پسشامل همه y V .  

yاگر  2. V  پسy V  x Vشامل همه مجموعه هاست پس V چون x y پس  زيرا اگرy P V. 
Vبنابر قضيه ي كانتور  P V V  يعني تابع پوشاf: V P V V  هماني موجود نيست ولي تابع

P x x يك به يك و پوشاست كه تناقض است .  
  اعداد اصلي

cardعددي به نام اعداد اصلي  Aدر نظريه مجموعه ها مي توان به مجموعه  A  نسبت داد كه در خاصيت زير
card: صدق كند A card A A B .  

. داريم، كه در اين جا از آن صرف نظر مي كنيم) اوردينال ها(براي تعريف دقيق كاردينال ها نياز به بحث اعداد ترتيبي 
cardبراي نمايش  A#و  |A|همچنين  A استفاده مي شود .  

  جمع، ضرب و توان اعداد اصلي
κاگر  card A  وλ card B آنگاه تعريف مي كنيم:   

κ λ card A B             if A B  
κ. λ card A B   
λ card BA                        BA f|f: A B 

  : جمع، ضرب و توان كاردينال ها خوش تعريف است، يعني اگر. 4قضيه
λ card B card Bκ card A card A 

  : آنگاه
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 κ λ card A B card A B  

κ. λ card A B card A B  
λ card BA card BA  

Aيا به طور معادل اگر  A  وB B آنگاه:  

A B A B             if A B A B 
A B A B 
BA BA 

κاگر . 5قضيه card A  وλ card B  وµ card C  وcard ω در اين صورت :  
1. κ λ λ κ 
2. κ. λ λ. κ 
3. κ λ µ κ λ µ 
4. κ. λ. µ κ. λ . µ 
5. κ. λ µ κ. λ κ. µ 
6. κ. 0 0              0 card 
7. κ 0 0 
8. κ µ κ . κµ 
9. κ .µ κ µ

 
10. κ. λ µ κµ. λµ 

11. κ 1    0 1    κ 0
0     κ 0  

12. κ λ κ µ λ µ 
13. κ λ κ. µ λ. µ 
14. κ λ κµ λµ 
15. κ λ µ µ . ، با هم صفر نباشندµو κ اگر 
16. κ λ λ µ κ µ 
17. κ λ λ κ κ λ 
18. λ κ κ λ 
19. κ λ  κ. λ max  κ, λ                 if  κ λ  
20. κ κ  κ. κ κ                         κ  نامتناهي باشد κ اگر        
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κ  . 6قضيه card A κ n card A κ 
 . اثبات

n 1         card A κ 
card         فرض استقرا A κ 

card         حكم استقرا A κ 
card A card A A card A card A κ. κ κ 

  
  . 14مثال

card ω card ω card ω   
ω m, n |m, n ω    مجموعه نقاط صفحه با مختصات اعداد طبيعي                       
ω m, n, k |m, n, k ω   مجموعه نقاط فضا با مختصات اعداد طبيعي                 

0,1هم عدد است، يعني  و  0,1با  0,1مربع واحد . 15مثال 0,1 مثلاً رنگ كردن . 0,1
aاگر . به كل مربع است يك مربع با مدادرنگي بطوريكه تمام نقاط رنگ شوند يك تابع از زمان  0. a a … 

bو  0. b b ,a شمارش هاي نامتناهي اعداد … b به صورت زير  fباشند، تابع  10مثلاً در مبناي  0,1
  مطلوب است؛ 

f: 0,1 0,1
,

0,1 
f a, b f 0. a a a … a … ,0. b b b … b … 0. a b a b a b … a b … 
f , f 0.5,0.8 f 0.499 … ,0.799 … 0.47999 … 0.48   

  . را نشان داد fبه سادگي مي توان يك به يك بودن و پوشا بودن 
aدو تعبير براي دنباله متناهي . 1نكته , … , a  را مي توان به معناي زوج  1,0,1مي توان ارائه داد، مثلاً دنباله

1,0مرتب  , همچنين مي توان آن را . است 1,0در نظر گرفت كه مولفه ي اول خود يك زوج مرتب  1
  . براينمايش دنباله اي براي تابع زير در نظر گرفت

f 0,1 , 1,0 , 2,1   0 
1  

  0 
1 
2  

  . هاست Aاجتماع همه ي  Aيكي بگيريم، پس  Aاز اعضاي  nرا با مجموعه دنباله هاي به طول  Aاگر . 4تعريف
A     A مجموعه دنباله هايي با طول متناهي از   

Aاگر . 15مثال  ؛ Aباشد، مطلوب است  0,1
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A A A A A A … A … 
A , 0 , 1 , 1,0 , 0,1 , 1,1 , 0,0,0 , 0,0,1 , 0,1,0 , 1,0,0 , 0,1,1 , 1,0,1  
               , 1,1,0 , 1,1,1 , 0,0,0,0 , 0,0,0,1 , … 

  . 7قضيه
A| نامتناهي باشد A اگر 1. | |A| 

A| متناهي باشد A اگر 2. | | |  
  ؛ در حالت كلي

1. |A | max |A|, 
2. |B| κ x |f x | λ | f xB | κ. λ 
3. |B| κ x B |f x | κ | f xB | κ. κ κ                   حالت خاص  
4. |B| x B |f x | | f xB |  حالت خاص                        

5. |A | | A | . |A| max |A|,  حالت خاص                                    

  . يعني اجتماع شمارش پذير از مجموعه هاي شمارش پذير، شمارش پذير است
κاگر . اثبات |A|  پسA A  و بنابراينcard A card A κ . اگر براي هرn 1 

fفرض كنيم  : A
,

A تعريف مي كنيم؛ ،f : ω 0 A
,

A A  و
f n, a f a. 

f  يك به يك است زيرا؛  

f n, a f m, b f a f b , f a A , f b A A A

n m f a f b
 يك به يك است

a b n, a m, b   
f  است زيرا؛ پوشا   

bاگر  A A ً0 مثلا n  وb A  و چونf  ًپوشاست، پس مثلاa A  و
b f a  پسb f n, a .  

card A card ω 0 A card ω 0 . card A . κ
 max , κ κ card A   

κفرض  |A|  
A ω A ω ω
card ω card ω card A  

a A  , a A       a a , a, a , a, a, a , … A            

 card a card A
قضيه شرودربرنشتاين

card A   
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f : ω 0
,

a   
n a, a, a, … , a   
f 1 a             f 2 a, a             f 3 a, a, a   

  
  . 16مثال

    B |B| 4 
x B  |f x | 4 

f xB f 0 f 1 f 2 f 3  
0,1,5 7,12,20,50 6,12,5,100 2,3  
0,1,2,3,5,7,12,20,50,100  

10 | f xB | 4 4 16 

0,1,5   
7,12,20,50  
6,12,5,100  

2,3   

  
0 
1 
2 
3  

 
A. 5تعريف x  وA x, y ها برحسب مجموعه چندجمله ايx  متناظراً برحسبx وy  با ضرايب ازA يعني؛. مي گيريم  

A x a a x a x |a , a , … , a A, n ω   
A x, y ∑ a x y, |n ω, a A  i, jبراي هر    

  . 17مثال
x 1, 2, 3, … , 1 2x, 2 5x 7x , 5 6x 7x 12x , …   
x, y 5, 4, 6, 7x, 8 9y, 5 3x 7xy 5y , …   

Pها در چندجمله اي y با فاكتور گيري از  x, y ∑ a x y,  مي توان آنها را برحسب توان هايy  با
Aيعني با ضرايب در  xضرايب چندجمله ايهايي برحسب  x به فرم ∑ ∑ a x y پس نوشت ،

A x, y A x y ً؛ مثلا  
P x, y 2x y 3x y 5x y 7x y 2x y 4x x 1 x, y   
P x, y 2x 3x y 5x 7x y 2x y 4x x 1

x y   
A همچنين x, y, z  مجموعه چند جمله اي ها برحسبx  وy  وz  با ضرايبA  را مي توان به صورت چندجمله اي

Aبا ضرايب از  zهايي برحسب  x, y نوشت .                                                         A x, y, z A x, y z  

Pچندجمله ايهاي  x, y  برحسبx  وy از با ضرايب A  
Pچندجمله ايهاي  x, y, z  برحسبx  وy  وz  با ضرايبA  

P x, y, z 2x y z 7xy z 6xy z 12x y 7x y 6x 7 x, y, z   
P x, y, z 2x y 7xy z 6xy z 12x y 7x y 6x 7

x, y z  
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  . 8قضيه

1. A x A 
2. A x, y A 
3. A x, y, z A  
4. A x , … , x A 
5. |A x , … , x | max |A|, 
6. | x |  | |  

 . 1اثبات

f: A x
,

A  
a a x a x a , a , … , a 
A x A |A x | |A | max |A|,   

  . 2اثبات

B A A x A B A x, y A x y B B A   
B كنيد كه چونتوجه  A نامتناهي است، پس |B | max |B|, |B| پس B B.  

… A x, y, z A x, y A x A A                         نامتناهي باشد Aاگر
… A x, y, z A x, y A x A ω                          متناهي باشد Aاگر

   

   
  . را اثبات كنيد 8ساير گزاره هاي قضيه. 4تمرين
  . 18مثال

1 5x 7x 9x 1,0,0,5,0,0,7,0,0,0,9  
| x | max | |, max ,  

  . پس مجموعه چندجمله اي با ضرايب صحيح، شمارش پذير است
  يعني؛ . مي باشد A در مجموعه تمام ريشه هاي چندجمله ايها با ضرايب A. 6تعريف

A x | p y A y    p x 0    
  

  . 19مثال

2, 2, , , √2, √2, √3 √2, √5 √2, … 
x p x 2x 1 0 

x p x 5x 4 0 
x √2 p x x 2 0 
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x √2 p x 5x 3 5√2 p x 5x 3 50 25x 30x
41 0 

  . را مجموعه اعداد حقيقي متعالي گوييم را مجموعه اعداد جبري و  . 7تعريف
A  A x|p x 0A                                    | x|p x 0 |  
|A|  A x|p x 0A |A y |. |A |. max |A|,
max max |A|, , max |A|, A          نامتناهي A  

 A A                                       نامتناهي باشد Aاگر
|A|  A اگرA متناهي باشد                          

  

  . 20مثال
x|p x 0 x|p x x 2 0 x|p x x 5 0

x|p x x 3 0 … √2, √2 √5 √3, √3 …   
√2, √2 x|p x x 2 0   
√5 x|p x x 5 0   
√3, √3 x|p x x 3 0   
  

√2, √2 √5 √3, √3 …  
.   

B مجموعه ي. 8تعريف aگوييم هرگاه  Aرا وابسته جبري روي    , a , … , a B  چندجمله اي
p x , … , x A x , … , x  وجود داشته باشد كهp a , … , a 0 .  

B مجموعه ي. 9تعريف  آن را A يا Aاگر . گوييم هرگاه وابسته نباشد Aرا مستقل جبري روي   
  . ذكر نمي كنيم و آن را وابسته يا مستقل جبري گوييم

  . 21مثال

1, e, π, π , e , sin e  مستقل جبري            
e, π, e √πe  وابسته جبري                    

e √πe x 
x e  πe x 3x e 3xe e πe 0 

p x, y, z x 3x y 3xy y πz p e √πe, π, e 0  
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B فرض كنيم. 10تعريف a , a , a , … , a , … در اين . مجموعه اي مستقل جبري از اعداد حقيقي باشد  

Aصورت يك زنجيره اي از بستارهاي جبري بصورت  A A 
  : خواهيم داشت كه

A 
A A a  
A A a  
 

A A a  
A A A 

 
B براي . 22مثال e, π, e داريم :  

e √5 √7. √e, e e √e, e A  

e π √7 √e 6e 7π √eπ, eπ, π A  

1 √2π e π e π√e
√

, e A  

  شمارش پذير است؛  A، مجموعه  nبراي هر 
A |A |   
|A a | |A | A a   

A|اگر بنابر فرض استقراء  A|پس  | | A a |A a | .  
       است؟ها چقدر  Aطول دنباله ي فوق از : سوال
  بي نهايت: پاسخ
  كدام بي نهايت؟: سوال
=Aشمارش پذير و مستقل جبري در بالا،  Bبراي هر : پاسخ AB پس . ير استشمارش پذA 

bپس مثلاً براي  A پس ،A b را مي توان به دنباله ي بالا اضافه كرد .B b  نيز مستقل جبري
  . است

  بعد جبري 
Dim A  جبري مجموعه ي بعدA  را بزرگترين كاردينال يك مجموعه ي مستقل جبري درA گوييم.   

Dim. 9قضيه A 2  
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|A .|Aوجود دارد كه  Aيعني يك مجموعه ي مستقل جبري 2 | | 

  . را اثبات كنيد 9قضيه. 5تمرين
 . 23مثال

e, π, π , e , e π , e π , 2 , … جبري  مستقل
e, π, e , e, π, √e π , e, π, eπ , …  وابسته جبري                  

 e, π, eπ e 5π 7e √5 جبري    وابسته
  . ، اعداد متعالي مستقل جبري داريميعني به تعداد 

e , √e π, eπ, … , e e, π  
A  , A a , a , a , a , … , a , … , i جبري مستقل ي  يك مجموعه
A    , A A a      , A A a       , A A a 

A A A A 
 

   طول دنباله برابر تعداد نقاط  از مجموعه هاي شمارش پذير   2دنباله اي به طول 
  . بيان بالا غيردقيق بوده و براي بيان دقيق تر نياز به مبحث اوردينال ها داريم. 2نكته
Aتوجه كنيد . 3نكته |A|  اگرA  نامتناهي باشد، يعني بستار جبري كاردينال را افزايش نمي دهند، پس

  . كاردينال دو عضو متوالي بالا برابر هستند
  . هر مجموعه بستار جبري مجموعه ي قبل به علاوه يك عنصر متعالي نسبت به آن است

  . 24مثال

1. f|f:   ثابت است 
2. f|f:  f|f:  2 

3. f|f:  f|f:  2 

4. f|f: پيوسته   f|f:  2  
  . 4حل

f:
پيوسته

 
f| :

φ: c  
f f| 

x , r r x φ f φ g f| g| 
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f, gپيوسته f r f x
g r g x   

f| g| , r f r g r f x lim f r lim g r g x
f x g x  
c 2 2 2  

  : نتيجه اي كه از يك به يك بودن مي گيريم

f|f:
ثابت 

f|f:
 پيوسته 

c f|f:
  ثابت 

c c   

  . را اثبات كنيد 24مثال ساير گزاره هاي. 6تمرين
  . 10قضيه

fاگر  1. g h  وf  تابع باشد آنگاهg  وh تابعند.   

fاگر  2. g h  وg  وh بوده و  تابعD g D f  آنگاهf نيز تابع است .  
:fاگر . 11قضيه A A  وg: B B آنگاه : 

Aاگر  1. B  آنگاهf g: A B A B است تابع .  

Aاگر  2. B A B توابع و g  وf  يك به يك باشند، آنگاه f g: A B A B  يك به يك
   .است

fپوشا باشند، آنگاه   fو  gاگر  1با فرض  3. g: A B A B ستنيز پوشا.  
κ card A card A  , λ card B card B     
κ λ card A B card A B if A B A B   
κ. λ card A B card A B  
λ card AB card AB             

:f  :فرض A
 ,

A
g: B

 ,
B

 

h :1حكم f g: A B
 ,

A B   if A B A B
a, b f a , g b 

h : 2حكم f g: A B
 ,

A B   
                     a, b f a , g b 
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h : 3حكم : AB  ,
AB   ,    α: B A 

h α foαog   
,xفرض كنيم . 1اثبات y , x, z f g حالات زير را داريم ، :  

,xاگر  1. y , x, z f  چونf  تابع است پسy z .  

,xاگر  2. y , x, z g  چونg  تابع است پسy z .  

,xاگر  3. z g وx, y f   پسx Dom f A وx Dom g B  پسA B  . به
 .تناقض رسيديم

,xاگر  4. z f وx, y g   پسx Dom f A وx Dom g B  پسA B  . به
 .تناقض رسيديم

yداريم  2و  1برقرار نيست و به تناقض مي رسيم و در حالات  4و  3پس حالت  z  پسf g تابع است .  
Dom f g Dom f Dom g A B  
Rang f g Rang f Rang g A B  

A فرض كنيم. 2اثبات B A B  پسf g: A B A B اگر ،x, z , y, z f g 
  : حالات زير را داريم

,xاگر  1. z , y, z f  چونf  يك به يك است پسy z .  

,xاگر  2. z , y, z g  چونg  يك به يك است پسy z .  

,yاگر  3. z g وx, z f   پسz Rang g B وx Rang f A  پسA B  . به
 .تناقض رسيديم

,yاگر  4. z f وx, z g   پسz Rang g B وx Rang f A  پسA B  . به
 .تناقض رسيديم

yداريم  2و  1برقرار نيست و به تناقض مي رسيم و در حالات  4و  3پس حالت  z  پسf g يك به يك است.  
  

  . را اثبات كنيد 11قضيه 3قسمت . 7تمرين
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  ساختمان اعداد طبيعي: فصل پنجم
  . بازسازي اعداد طبيعي در نظريه مجموعه ها و اثبات خواص آن: هدف
  . تمام رياضيات را مي توان در نظريه مجموعه ها مطالعه كرد: شعار
  تحقيق شعار فوق براي نظريه ي اعداد : هدف

كه با صفر و (اطيسي را توسط دنباله هاي متناهي از بيت هاي مغن... همان طور كه مي توان در كامپيوتر اعداد و اشكال و 
كه به نوعي نقش صفر و يك را بازي مي  ,نمايش داد، در نظريه ي مجموعه ها با استفاده از ) يك نمايش مي دهيم

كنند، بر اساس اصل زوج سازي و اصول ديگر نظريه ي مجموعه ها، مي توان اعداد و ساختمان هاي رياضي را 
  بازسازي كرد، در زير اعداد طبيعي را مي سازيم؛ 

0   
1 0  0 0 0 
2 0,1 0 1 1 1  ,   
3 0,1,2 0,1 2 2 2  ,  ,  ,   
4 0,1,2,3 0,1,2 3 3 3 
5 0,1,2,3,4 0,1,2,3 4 4 4 
 

n 1 0,1,2,3,4, … , n 0,1,2,3, … , n 1 n n n 
  : در نمايش هاي فوق براي اعداد طبيعي داريم

0 1 2 3 n n 1 m   
0 1 2 3 n n 1 m   

n: در نمايش آنها به صورت فوق داريم nپس براي  m  وn m  .  
0را بازگشتي گوييم، هرگاه  A. 1تعريف A  و اگرy A  آنگاهy A  كه در آنy y y  يعني؛  

0 A y y A y A    
  . 1مثال

0 0 0 1, 1 1 1 2, 2 2 2 3, … , n n 1  
در تمام آنها در تمام آنها اعداد طبيعي وجود دارد، البته هنوز وجود آنها تضمين . مجموعه هاي زير بازگشتي اند. 2مثال

  . نشده است
1. A 0,1,2,3,4,5, … 

2. A 0, , 1, , 2, , 3, … 

3. A 0, , , 1, , , 2, , , 3, … 
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  اصل بي نهايت

x. حداقل يك مجموعه ي بازگشتي وجود دارد 0 x y y x y x 

  مجموعه هاي بازگشتي گوييم؛  ) كوچكترين(را اشتراك  ω. 2تعريف

ω A|بازگشتي است A A|0 A y y A y A  

  : كوچكترين مجموعه ي بازگشتي است، يعني ω. 1قضيه
.1 ω بازگشتي است .  
ωبازگشتي باشد  Aاگر  2. A.  
Aاگر  3. ω  ،بازگشتي باشدω A) .قضيه ي استقرا(  

0بازگشتي،  Aچون براي هر . 1اثبات A  در اشتراك مجموعه هاي بازگشتي يعني  0پسω اگر . استy ω  و
A   بازگشتي باشد، پسy A  و چونA  بازگشتي است پسy A  و چونA  بازگشتي و دلخواه است يعني

y ω  پسω پس . بازگشتي استy در اشتراك آنهاست .  

ωبازگشتي باشد پس   Aاگر . 2اثبات A|بازگشتي است A A زيرا داشتيم A B B A 

Bو براي  A|بازگشتي است A حكم حاصل مي شود .  
ωداريم  2بنابر. 3اثبات A  و چونA ω  پسω A .  
   

nي هر برا A(n)براي اثبات حكم  .1كاربرد قضيه ω ثابت مي كنيم مجموعه ي زير بازگشتي است؛ ،
A n ω|A x مجموعه n ω كه در خاصيت A(n) و چون  صدق مي كنندA ω 1در قضيه 3بنابر ،

ω A  يعنيn ω A x.  
,nبراي . 2قضيه m ω داريم:   

1. m n m n 
2. n 0 
3. n 0 k ω   n k 
4. m n m n 
5. m n m n 
6. m n m n m n 
7. n n 
8. m n n m m n 
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m. 3تعريف n  هرگاهm n  وm n  هرگاهm n يا m n .  
:fو تابع  Aمجموعه ). قضيه بازگشت( 3قضيه A A  و عضوa A  را در نظر مي گيريم، تابع يكتاي

h: ω A  وجود دارد كهh 0 a  وh n f h n .  
ω 0,1,2,3, … , n, n , … 

A a, f a , f f a , f f f a , … , h n , f h n , …   

:fبراي تابع . 4تعريف ω ω
f n n

hو تابع متناظر   : ω ω
h 0 m

با شرايط زير را بنابر قضيه ي بازگشت خواهيم  

  :داشت

 h n f h n h n         
  . واحد اضافه مي كند mيك تابع يك متغيره است و به هر مقدار در دامنه  hتابع 

:              تابع دو متغيره جمع را به صورت روبرو تعريف مي كنيم. 5تعريف
: ω ω ω                        

m, n m, n
1

h n
  

hمتناظر تابع  : ω ω  در قضيه ي بازگشت تابعg : ω ω را به صورت زير تعريف مي كنيم : 

 g n h g n g m  
  .ضرب مي كند mاين تابع نيز يك متغيره است و هر مقدار را در 

:             تابع دومتغيره ضرب را به صورت روبرو تعريف مي كنيم. 6تعريف
. : ω ω ω                        

m, n . m, n
2

g n
  

,nبراي  .4قضيه m, p ω داريم:   
1. m 0 m, m n m n 
2. m 1 m 
3. 0 n n 
4. 1 n n 
5. m n m n 
6. m n n m 

7. m n p m n p 

                                                            

,mبه جاي  - 1 n  ازm n استفاده مي كنيم .  
.به جاي  - 2 m, n  ازm. n استفاده مي كنيم .  
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8. m. 0 0 
9. 0. m 0 
10. 1. m m 
11. m . n m. n n 
12. m. n n. m 
13. m. n. p m. n . p 
14. m. n p m. n m. p 
15. m n  iff  p ω    m p n 
16. m         p 0 m p n 
17. m          
18. if p 0 then m      . . 
19. m n m p n p 
20. m n m. p n. p    if p 0 
21. m      
22. m      

  . 1اثبات
m 0 h 0 m  
m n h n h n m n   

  . 2اثبات
m 1 m 0 m 0 m   

Aكنيم مي  فرض. 3اثبات n ω|0 n n  ثابت مي كنيم ،A 1چون بنابر .بازگشتي است ،
0 0 0پس  0 A . همچنين اگرn A  0پس n n  0پس n 0 n n  بنابراين

n A . در نتيجهA ω  بازگشتي است پسA ω  و نتيجه مي گيريمn ω  0 n n.  
mبراي  5حالت خاص. 4اثبات 0 .  
Aكنيم مي فرض . 5اثبات n ω|m ω m n m n  و ثابت مي كنيمA بازگشتي است.  
0براي اثبات . الف A  ثابت مي كنيم كهm ω m 0 m و براي اين منظور توجه مي كنيم  0
mكه  0 m  وm 0 m  پسm 0 m  در نتيجهm 0 m 0 m.  
nكنيم مي فرض . ب A  يعنيm ω m n m n  و ثابت مي كنيمn A ؛ يعني  

 m ω m n m n  
mو فرض داريم؛  1بنابر n m n m n m n  

Aدر نتيجه  ω  بازگشتي است پسA ω نتيجه مي گيريم  پسn, m ω  m n m n. 
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Aكنيم مي فرض . 6اثبات n ω|m ω n m m n  و ثابت مي كنيمA تبازگشتي اس.     
0براي اثبات . الف A  ثابت مي كنيم كهm ω 0 m m داريم  3و  1آن طبق  و براي 0

0 m m  وm 0 0پس  0 m m 0.  
nكنيم مي فرض  .ب A  يعنيm ω n m m n  و ثابت مي كنيمn A ؛يعني  

   m ω n m m n  
nو فرض داريم؛  3و  1طبق  m n m m n m n . بنابراينA ω  بازگشتي

Aاست پس  ω  پس نتيجه مي گيريمn, m ω  n m m n.  
Aفرض مي كنيم . 7اثبات p ω| n, m ω m n p m n p  و ثابت مي كنيمA 

   . بازگشتي است
0براي اثبات . الف A  ثابت مي كنيم كهn, m ω m n 0 m n   ؛داريم 1طبق  و 0

m n 0 m n
m n 0 m n m n 0 m n 0   

pكنيم فرض مي  .ب A  يعنيn, m ω m n p m n p  و ثابت مي كنيمp A 
m يعني؛ n p m n p.  و فرض داريم؛ 1طبق 

 m n p m n p m n p m n p
m n p . 

Aبنابراين  ω  بازگشتي است پسA ω ؛پس نتيجه مي گيريم  
. n, m, p ω m n p m n p 

Aفرض مي كنيم . 14اثبات p ω| n, m ω m. n. p m. n . p  و ثابت مي كنيمA  بازگشتي
  . است
0براي اثبات . الف A  ثابت مي كنيم كهn, m ω m. n. 0 m. n .   ، داريم؛ 0

m. n. 0 0
m. n . 0 0 m n 0 m n 0 0   

pفرض مي كنيم  .ب A  يعنيn, m ω m. n. p m. n . p  و ثابت مي كنيمp A يعني؛ 

 m. n. p m. n . p ؛ 

 m. n. p m. n. p n m. n. p m. n m. n . p m. n m. n . p . 
Aبنابراين  ω  بازگشتي است پسA ω  پس نتيجه مي گيريم؛ n, m, p ω m. n. p m. n . p.  
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Aفرض مي كنيم . 15اثبات p ω| n, m ω m. n p m. n m. p  و ثابت مي كنيمA 

   .بازگشتي است
0براي اثبات . الف A  ثابت مي كنيم كهn, m ω m. n 0 m. n m.   ، داريم؛ 0

m. n 0 0      
m. n m. 0 m. n m. n 0 m. n m. 0   

pفرض مي كنيم  .ب A  يعنيn, m ω m. n p m. n m. p  و ثابت مي كنيمp A يعني؛ 

 m. n p m. n m. p ؛ 

 m. n p m. n p m. n p m m. n m. p m m. n
m. p m m. n m. p . 

Aبنابراين  ω  بازگشتي است پسA ω پس نتيجه مي گيريم؛ 

  n, m, p ω m. n p m. n m. p  
Aفرض مي كنيم . 20اثبات p ω| n, m ω m n m p n p  و ثابت مي كنيمA 

  .بازگشتي است
0براي اثبات . الف A  ثابت مي كنيم كهn, m ω m n m 0 n   ، داريم؛ 0

m 0 m
n 0 n  m n m 0 n 0   

pفرض مي كنيم  .ب A  يعنيn, m ω  m n m p n p  و ثابت مي كنيمp A 
m   يعني؛ n m p n p  

  m n m p n p m p n p m p n p . 
Aبنابراين  ω  بازگشتي است پسA ω پس نتيجه مي گيريم؛ 

  n, m, p ω m n m p n p 
  

  . را اثبات كنبد 4ساير گزاره هاي قضيه. 1تمرين
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  ساختمان اعداد صحيح: فصل ششم
  ؛  Aرا روي  Rرابطه ي . 1تعريف

x بازتابي گوييم هرگاه 1. A x, x R 

,x تقارني گوييم هرگاه 2. y A x, y R y, x R  

,x پادتقارني گوييم هرگاه 3. y A x, y R y, x R x y  

,xمتعدي گوييم هرگاه  4. y, z A x, y R y, z R x, z R  

   .پادتقارني و متعدي باشد R ترتيب گوييم هرگاه 5.

,xيك ترتيب باشد و گوييم هرگاه  يا زنجير ترتيب تام 6. y A x, y R y, x R x y.  

B گوييم هرگاه زيرمجموعه يخوش ترتيب  7. A يعني؛. داراي كوچكترين عضو باشد  
y B x B x, y R x y   

  .تقارني و متعدي باشدبازتابي،  R گوييم هرگاه هم ارزي 8.
Aمجموعه ي . 1مثال و گراف متناظر را كه درآن هر يال جهت دار  Aروي  R، رابطه ي  0,1,2,3,4,5

نيز متناظر زوج مرتب  3و  2مسيرهايي به طول  Rو  Rدر . است را در نظر مي گيريم Rمتناظر يك زوج مرتب در 
ها  Rدر  4,4و  1,1و  0,0به صورت نقاط توپر و متناظر زوج هاي  4و  1و  0رئوس . هاي جديد مي باشد
و  3,3و  2,2به صورت نقاط توخالي نشان داده شده اند و به معناي نبود نقاط  5و  3و  2مي باشند و رئوس 

 . غير بازتابي گويند رابطه را در رئوس توپر، بازتابي و در رئوس توخالي .ها مي باشند Rدر  5,5

                       5              4 

    2                      3 

               1 

              0 

R 0,0 , 1,1 , 2,2 , 4,4 , 0,1 , 1,2 , 1,3 , 3,4 , 3,5  
R R 0,2 , 0,3 , 1,4 , 1,5 R z x, z R z, y R   
R 0,0 , 1,1 , 2,2 , 4,4 , 0,1 , 1,2 , 1,3 , 3,4 , 3,5 , 0,2 , 0,3 , 1,4 , 1,5   
R R 0,4 , 0,5 x, y | z x, z R z, y R   
R 0,0 , 1,1 , 2,2 , 4,4 , 0,1 , 1,2 , 1,3 , 3,4 , 3,5 , 0,2 , 0,3 , 1,4 , 1,5 , 
0,4 , 0,5 

R  .گويند Rزوج هاي مرتب متناظر تمام مسيرهاي گراف را در بر دارد و آن را بستار متعددي   

R است      R كوچكترين مجموعه متعدي شامل 
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Bفرض كنيم . 2مثال Cو  2,3 Dو  4 0,1,5 

A 0,1,2,3,4,5 2,3 4 0,1,5 B C D  
R 0,0 , 1,1 , 2,2 , 3,3 , 4,4 , 5,5 , 2,3 , 3,2 , 0,5 , 0,1 , 5,0 , 1,0 , 5,1 , 
1,5 B C D 

R B C D   
B 2,2 , 2,3 , 3,2 , 3,3   
C 4,4   
D 0,0 , 0,1 , 0,5 , 1,1 , 1,0 , 1,5 , 5,5 , 5,0 , 5,1   
R 2,2 , 2,3 , 3,2 , 3,3 , 4,4 , 0,0 , 0,1 , 0,5 , 1,1 , 1,0 , 1,5 , 5,5 , 5,0 ,   
5,1   

R  يك رابطه ي هم ارزي رويA  با كلاس هاي هم ارزيB  وC  وD مي باشد.   
Aرا با  Rافراز حاصل از رابطه ي هم ارزي . 1نماد

R  و عضوي از افراز شاملa A  را باa
R  ياa R  نمايش مي

Xرابطه ي هم ارزي متناظر افراز . دهيم P A  را باR A
X ؛نمايش مي دهيم يعني 

A
R

a
R a A  

A
X a, b A | y X a y b y 

Xبراي افراز  2در مثال. 3مثال B, C, D  و رابطه ي هم ارزي متناظرR  داريم؛  
R A

X , X A
R 

B 2
R

3
R 2 R 3 R 

C 4
R 4 R 

B 0
R

1
R

5
R 0 R 1 R 5 R  

  : داريم Aروي Rو رابطه ي هم ارزي  Aاز  Xبراي افراز . 1قضيه
.1 A

R  يك افراز ازA است.   

.2 A
X  رابطه هم ارزي روي يكA است.  

A، 2 و 1بنابر 3.
A

R

A  يك رابطه ي هم ارزي و 
A

X

Rاست و داريم  Aيك افراز از  A
A

R
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Xو    A
A

X

 .  

  : داريم 5يعني هم نهشتي به پيمانه  براي رابطه ي هم ارزي . 4مثال
0 , 1 , 2 R, 3 , 4  

i براي اعداد 5k i|k , i   مثلاً ؛ 0,1,2,3,4
0 5k|k 0,5,10,15, … 5, 10, 15, …   
1 5k 1|k 1,5,11,16, … 4, 9, 14, …   
2 5k 2|k 2,6,12,17, … 3, 8, 13, …   
3 5k 3|k 3,7,13,18, … 2, 7, 12, …   
4 5k 4|k 4,8,14,19, … 1, 6, 11, …   

  ايده براي ساختمان اعداد صحيح 
  از تفاضل اعداد طبيعي، اعداد صحيح بدست مي آيد، مثلا؛ 

1 1 0 2 1 3 2 
2 2 0 3 1 4 2 

1 0 1 1 2 2 3 
2 0 2 1 3 2 4 

nبه جاي  m  از زوج مرتبn, m اعداد . استفاده كرده و تساوي را به يك رابطه هم ارزي تبديل مي كنيم
  . صحيح را مجموعه كلاس هاي هم ارزي حاصل مي گيريم

1,0 2,1 3,2 
2,0 3,1 4,2 
0,1 1,2 2,3 
0,2 1,3 2,4 

ωروي  را مجموعه كلاس هاي هم ارزي رتبطه ي هم ارزي  . 2تعريف ω مي گيريم.       

ωيعني  ω  به صورت زير تعريف مي  كه در آن جمع، ضرب، قرينه، تفاضل و رابطه ي ترتيب روي
n                    :شود , m n , m   iff  n m  n m    or  n m  n m    

  
1. m, n p, q m p, n q    
2. m, n . p, q m. p n. q, mq n. p 
3. – m, n n, m 
4. m, n p, q  m, n p, q m, n q, p  

m q, n p   
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5. m, n p, q    iff   m q n p 

nهمچنين براي هر  ω  كلاس هم ارزي ،n, نمايش مي  nدر نظر مي گيريم و با  در  n را به عنوان عدد 0
nدهيم، يعني  n, nو  0 0, n  .براي مثال؛  

1 0و  1,0 1و  0,0 0,1  
  . جمع، ضرب، قرينه و تفاضل و ترتيب اعداد صحيح خوش تعريف است. 2قضيه
aفرض مي كنيم . اثبات m , n m , n  وb p , q p , q ثابت مي كنيم؛   

a b m p , n q m p , n q   
a. b m p n q m p n q   

mبنابر فرض و تعريف كلاس هاي هم ارزي داريم،  n  n m  وp q  q p  و براي
mاثبات حكم ثابت كنيم  p n q n q m p .  

   
  . روابط فوق را اثبات كنيد. 1تمرين
  . 5مثال

a 5,2 12,9 3   
b 7,12 4,9 5   
a b 5 7,2 12 12 4,9 9 12,14 16,18 2   
a. b 5 7 2 12,5 12 2 7 12 4 9 9,12 9 4 9

59,74 129,144 15  
,aاگر . 3قضيه b, c آنگاه:   

1. a b b a 
2. a 0 a 
3. a. 0 0 
4. a b c a b c 
5. a. b. c a. b . c 
6. a. b c a. b a. c 
7. a. b b. a 
8. a 
9. c 0 a . . 
10. a b a c b c 
11. c 0 a b a. c b. c 
a هيچ عدد صحيحي وجود ندارد .12   بين a و 1
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aفرض مي كنيم . 6اثبات m, n  وb p, q  وc k, l  وa. b c a. b a. c   را
   كنيم؛مي ثابت 

  : طرف اول تساوي
a. b c m, n . p k, q l   

m. p k n q l , m. q l n p k   
m. p m. k n. q n. l , m. q m. l n. p n. k    

 : طرف دوم تساوي

a. b a. c m, n . p, q m, n . k, l   
m. p n. q, m. q n. p m. k n. l, m. l n. k   
m. p n. q m. k n. l , m. q n. p m. l n. k   

.aبنابراين  b c a. b a. c  
   

  . را اثبات كنيد 3ساير خواص ذكر شده در قضيه. 2تمرين
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  ساختمان اعداد گويا: فصل هفتم
  گوياايده براي ساختمان اعداد 

   
   

,mاز زوج    به جاي كسر  n و به جاي تساوي از هم ارزي استفاده مي كنيم :  
n, m p, q     iff    m. q n. p     or    

مي  0در بالا روي زوج هاي مرتب در  را مجموعه ي كلاس هاي هم ارزي رابطه  . 1تعريف

  0گيريم، يعني  
1. m, n p, q m. q n. p, n. q    
2. m, n p, q m. q n. p, n. q 
3. – m, n m, n m, n 
4. m, n . p, q  m. p, n. q 
5. m, n n, m 
6. m, n p, q      iff    mq     if n, q 0 

7. n
1

n, 1 

8. 
 

2
m, n 

خوش تعريف مي باشند، يعني مستقل از انتخاب  1معكوس و ترتيب در تعريف ضرب، جمع، تفاضل، قرينه،. 1قضيه
  . عضوند
aفرض مي كنيم . اثبات m , n m , n  وb p , q p , q ثابت مي كنيم؛و   

a b m . q n . p , n . q m . q n . p , n . q   
a b m . q n . p , n . q m . q n . p , n . q   
a. b  m . p , n . q m . p , n . q   
– a m , n m , n   
a n , m n , m   
a          m q n p      iff    m q n p        

                                                            
  . استفاده مي كنيم n از nدر صورت عدم وجود ابهام، به جاي  - 1
در صورت عدم وجود ابهام، به جاي  -2

 
از  

 
 .استفاده مي كنيم 
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  .را كامل كنيد 1اثبات قضيه. 1تمرين

يك ميدان  با تعاريف فوق برقرار است، يعني  جمع، ضرب، معكوس و ترتيب اعداد گويا براي  تمام خواص
  . مرتب است

,a براي. 2قضيه b, c داريم:   
1. a b b a 
2. a 0 a 
3. a. 0 0 
4. a b c a b c 
5. a. b. c a. b . c 
6. a. b c a. b a. c 
7. a. b b. a 
8. a 
9. c 0 a . . 
10. a b a c b c 
11. c 0 a b a. c b. c  
12. a 0 a. a 1 

13. m. n 

14. m, n        

  . را اثبات كنيد 2قضيه. 2تمرين
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  ساختمان اعداد حقيقي: فصل هشتم
  حقيقيايده براي ساختمان اعداد 

limاز اعداد گويا وجود دارد كه  a يك عدد حقيقي باشد، دنباله ي aاگر  a a . ممكن است حد
از اعداد دو دنباله اساسي  bو  aاگر . اين دنباله د اعداد گويا نباشد، ولي اين دنباله يك دنباله ي اساسي است

lim كه باشندگويا  a lim b a  پسlim a b پس براي ساخت اعداد حقيقي از اعداد . 0
  با رابطه ي هم ارزي زير يكي مي گيريم؛از اعداد گويا  aلاس هم ارزي دنباله هاي اساسي كرا با  aگويا، 

a b    iff   lim a b 0.  
:aيك تابع . 1تعريف ω  را يك دنباله يa a  گوييم از اعضاي.  
aيك دنباله ي . 2تعريف a  گوييم، هرگاه) كوشي(را اساسي  از اعضاي :  

0   N       n m, n N |a a |   
  دو دنباله ي اساسي اند؛   bو  a. 1مثال

N  , m, n N |a a |  
N N N

  
2N   , m |b b |    

  

 N N N N  
2√چون . 2مثال   به صورت زير مي باشد؛  aو دنباله ي  1.4142

a 1.4 , a 1.41 , a 1.414 , a 1.4142 , …  

  تشكيل مي دهد، يعني؛  را در  2√كلاس هم ارزي شامل اين دنباله عدد . همگراست 2√پس به 
√2 1,1.4,1.41,1.141,1.4142, …   

aكه  a، يعني مجموعه ي كلاس هاي هم ارزي  ⁄Fرا مجموعه  . 3تعريف F تعريف مي كنيم:   
F a    a يك دنباله ي اساسي در  است|

a براي  , b F  به صورت زير تعريف مي شود؛  رابطه ي هم ارزي  
a b    iff   lim a b 0   

  : به صورت زير تعريف مي شود جمع، تفريق، ضرب، وارون و ترتيب در . 4تعريف
1. a b a b    
2. a b a b 
3. a . b a . b 
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4. a b      iff    r   N ω   n N 0 b a 

rآنگاه تعريف مي كنيم؛  rاگر  r, r, r, … .  
aاگر    پس؛  0

a a 0 0,0, … r   N ω n N  0 a 0     
  : را به صورت زير تعريف مي كنيم aپس 

a 1,1, … ,1, , , , … b   , b
1            n

          n N  

aاگر    . تعريف مي شود aنيز به طريق مشابه  0
  . 3مثال

2 2,2,2, … 2 1,2 , 2 , … ,2 , …   

2 1,2 , 2 , … ,2 , … 1,1 , 1 , … ,1 , …  

aيعني اگر . جمع، ضرب، ترتيب و وارون اعداد حقيقي خوش تعريف هستند. 1قضيه a a و  ́
b b b آنگاه:   

1. a b a b a ́ b    
2. a. b a . b a ́ . b 
3. – a a a ́ 

4. a
́

     iff    a , a ́ 0 

5. a          a b      iff    a ́ b 
aو  aيعني اگر  aدنباله هاي اساسي باشند و  bو  bو  ́ ~ a bو  ́ ~ b  آنگاه دنباله

   زير اساسي هستند؛  هاي

a b  وa ́ b  وa . b  وa ́ . b  وa  وa و  و  ́
́

  همچنين؛  
 a b ~ a ́ b  

 a b ~ a ́ . b  
 a ~ a ́  
  a , a ́ 0 ~

́
   if   

r , N ω, n N b a r 0      iff       r , N ω, n N   
b a ́ r 0 

  . را اثبات كنيد 1قضيه. 1تمرين



  85  مباني رياضي
 

  
aفرض كنيم . 2قضيه a  وb b  وc c در اين صورت. سه عدد حقيقي باشد :  

1. a b b a 
2. a 0 a 
3. a a 0 
4. a b c a b c 
5. a. b b. a 
6. a. 1 a 
7. a. b. c a. b . c 
8. a. b c a. b a. c 
9. a. a 1 
10. a 
11. c 0 a . . 
12. c 0 a . . 
13. a 
14. a 0 a a  
15. a 
16. a 

17. a 0  اصل ارشميدس       

18. a  a   چگال بودن  در       

19. a  a  چگال بودن  در       

20. a 0 a 0 
21. – a b a b 
22. – a b a b 
23. a b a b  

  . همگرا باشد Fدر  Fرا كامل گوييم اگر هر دنباله اساسي  Fميدان مرتب . 5تعريف
  . نيست  در 2√ همگرا باشد، حد آن يعني 2√ از اعداد گويا به aكامل نيست، مثلاً اگر دنباله  . 4مثال
تنها ميدان مرتب  كامل است و با هر ميدان مرتب كامل ديگر يكريخت است، يعني با تقريب يكريختي  . 3قضيه

  . كامل است
9  خواص   ميدان1

16خواص   ميدان مرتب 1

17خواص    ميدان مرتب ارشميدسي 1
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يكي در نظر  aهمگرا به  aبا رده ي دنباله هاي گوياي  aذكر شده هر عدد حقيقي  چنانچه در ايده ي ساخت 

در  a، اعداد a در دنباله aيعني اگر متناظر اعداد گوياي . درست باقي مي ماند اين ايده در . گرفته مي شود
lim aرا در نظر بگيريم داريم    a .اين مطلب در قضيه ي زير بيان مي شود .  

  . 4قضيه
aاگر  1. a  داريم  آنگاه درlim a  a  
rاگر  2. a  آنگاهlim a  r lim a  r 


